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Тензор хэмжигдэхүүнийг гурван хэмжээст огторгуйд дундажлах бодлого оптикийн спектро-
скопийн онолд нэлээд тааралддаг. Ялангуяа огторгуйн өнцгөөр жигд түгэж байрласан молеку-
луудаас тогтох хийн (зарим тохиолдолд шингэн) төлөвт буй бодисоос сарних гэрлийн эрчмийг
тооцоолоход чухал ач холбогдолтой байдаг. Уг бодлогын бодолтыг хэд хэдэн аргаар үзүүлж,
математикийн хувьд дэлгэрэнгүй тайлбарлахыг хичээлээ. Харин томъёоны гаргалгаа хийхийг,
математикийн теорем батлахыг зорилгоо болгосонгүй үүний оронд тэдгээрийг үзэж болох эх
сурвалжийг эшлэлээ. Түүнчлэн Раманы сарнилын цацаргалтын эрчмийг бодоход хэрхэн ашиг-
лагдаж байгааг жишээ болгон үзүүллээ. Энэхүү тойм өгүүлэл нь оптикийн спектроскопийн
чиглэлээр мэргэшиж байгаа судлаач оюутнуудад зориулагдав.

I. Удиртгал

Аливаа бодис молекулуудаас тогтоно. Тэдгээр
молекулуудын физик шинж чанарыг судлах тү-
гээмэл аргуудын нэг бол оптикийн спектроскопи
юм. Хэдийгээр сүүлийн үеийн оптикийн спектро-
скопийн зарим арга бүр нэг молекулын түвшинд
судлах боломжийг бидэнд олгож байгаа боловч
олон молекулаас тогтох дээжийг гэрлээр шарж
сарнисан гэрлийг судлах оптикийн спектроско-
пийн арга нь өдөр тутам ашиглагдсан хэвээр бай-
на. Хий болон шингэн төлөвт буй бодис гадны
ямар нэгэн нөлөөгүй бол (гадны цахилгаан болон
соронзон орон, хатуу гадаргуу гэх мэт) молеку-
лууд нь хугацааны нэг эгшинд эмх замбараагүй
огторгуйн бүх өнцгөөр жигд түгэн байрлана. Энэ
тохиолдолд тухайн бодисоос сарних гэрэл нь мо-
лекул бүрээс сарних гэрлийн нийлбэр байх бөгөөд
нэг молекулын тухай мэдээллийг туршлагаар суд-
лах тохиолдолд сарнисан нийлбэр гэрлийн эрч-
мийг молекулын тоонд хуваах хэрэгтэй. Тэгвэл
онолын тооцоонд энэ физикийн процессыг суд-
лахдаа нэг молекул авч тооцоолох гэж буй физик
хэмжигдэхүүнээ огторгуйн бүх өнцгөөр эргүүлсэн
молекулын хувьд тооцоолоод дундажладаг. Мо-
лекулын тоо хангалттай олон, мөн шарж буй гэр-
лийн үргэлжлэх хугацаа нь молекулын хөдөлгөө-
ний санамсаргүй флуктуацийг тооцолгүй орхиж
болохоор хангалттай их үед дээрх нэг молекулын
огторгуйн өнцгөөр дундажлах арга хүчин төгөл-
дөр байна. Энэхүү арга нь шингээлтийн спект-
роскопи [1–3], флуоресценци [4], Раманы сарнил
[5], гипер Раманы сарнил [6, 7], гармоник үүсгүүр
[8], оптикийн идэвхит материалын спектроскопи
[9, 10] гэх мэт олон төрлийн оптикийн спектро-
скопийн онолд өргөн ашиглагддаг.
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II. Тензор хэмжигдэхүүний гурван хэмжээст
огторгуй дахь дундаж утга

Юуны өмнө ямар учраас тензор хэмжигдэхүү-
ний дундаж утгыг бодох шаардлага үүсдэгийг
товч үзье. Үүний тулд хийн төлөвт буй дээж авъя.
Уг дээжийг аяндаа цацрах Раманы сарнилын ар-
гаар судлах зорилго тавьсан гэж бодъё. Тэгвэл уг
дээжийг тодорхой тэнхлэгийн дагуу шугаман эс-
вэл тойрог туйлшралтай ωl давтамжтай лазерын
гэрлээр шарж ωl − ωv давтамжтай Раманы сар-
нилын гэрлийг бүртгэж авна. Энд ωv - ээр моле-
кулын хэлбэлзлийн давтамжийг илэрхийлэв. Энэ
үед туссан гэрлийн цахилгаан орны нөлөөгөөр үү-
сэх туйлшралын вектор дараах байдлаар илэр-
хийлэгдэнэ [5]

Pk(t) =
1

2
αkjEj exp(−i(ωl−ωv)t)+комплекс хосмог.

(1)
Энд αkj - ээр туйлшралын тензорын k ба j ду-
гаар элементийг, Ej - ээр туссан гэрлийн цахил-
гаан орны j байгуулагчийг, t - ээр хугацааг тус тус
тэмдэглэв. Энд бид нэмэхдээ Эйнштейний тэмдэг-
лэгээг ашиглав. Өөрөөр хэлбэл давтагдсан индекс
бүрээр нь нэмж байна гэсэн үг. Тэгшитгэл (1) нь
лабораторид бэхлэгдсэн тооллын системд бичигд-
сэн. Илүү ойлгомжтой болгох зорилгоор x тэнхлэ-
гийн дагуу туйлшралтай гэрлээр молекулыг ша-
рах үед үүсэх туйлшралын векторын x байгуулаг-
чийг сонирхъё. Тэгвэл (1) дүгээр тэгшитгэл

Px(t) =
1

2
αxxEx exp(−i(ωl−ωv)t)+комплекс хосмог

(2)
хэлбэртэй болно. Тэгвэл энэ тэгшитгэлийн баруун
гар талын илэрхийлэл гурван хэмжээст бодит ог-
торгуйд байрлах молекулын чиглэлээс яаж ха-
маарах вэ? Ажиглавал уг тэгшитгэлийн баруун
гар талд зөвхөн туйлшралын тензор αxx л моле-
кул огторгуйд хэрхэн байршихаас хамаарна. Хэр-
вээ бид хийн төлөвт буй огторгуйд санамсаргүй
байрласан олон тооны молекул авч үзвэл Px(t) -
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ийн модулийн квадратын дундаж утга

⟨Px(t)P ∗
x (t)⟩

=
1

2
⟨αxxα∗

xx⟩|Ex|2 +
1

4
⟨α2
xx⟩E2

x exp(−2i(ωl − ωv)t)

+
1

4
⟨(α∗

xx)
2⟩(E∗

x)
2 exp(2i(ωl − ωv)t) (3)

хэлбэртэй бичигдэнэ. Энд өнцөгтэй хаалтаар дун-
даж утгыг, ∗ - оор комплекс хосмогийг тус тус
тэмдэглэв. Тэгшитгэл (3) - д гадны цахилгаан ор-
ны хүчлэг Ex нь молекулын чиглэлтэй ямар ч
хамааралгүй хэмжигдэхүүн учраас түүнийг дун-
дажлах шаардлагагүй юм. Илэрхийлэл (3) - д
зөвхөн эхний гишүүн нь аяндаа цацрах Рама-
ны сарнилыг тодорхойлно. Тэгэхлээр бидний тоо-
цоолох шаардлагатай зүйл бол туйлшралын тен-
зор αkj - ийн тензор үржвэрийн гурван хэмжээст
огторгуйн дундаж утга ⟨αxxα∗

xx⟩ юм. Энд бид
ямар учраас тензор хэмжигдэхүүний дундаж ут-
га хэрэгтэй болохыг Раманы сарнилын жишээн
дээр тайлбарлалаа. Үүнээс улбаалаад бусад өн-
дөр эрэмбийн шугаман бус спектроскопийн аргуу-
дад өндөр эрэмбийн тензорын дундаж утга бодох
шаардлагатай болохыг хялбархан харж болно.

Одоо тензор хэмжигдэхүүний гурван хэмжээст
огторгуй дахь дундаж утгын математик илэр-
хийллийг тайлбарлая. Бид квант химийн тооцоо-
лол ашиглан туйлшралын тензор бодохдоо тоол-
лын системээ молекул дээрээ бэхэлдэг. Жишээл-
бэл усны молекул дээр бэхлэгдсэн координатын
системийг зураг 1(А) - д үзүүлэв. Ингэж моле-
кул дээр бэхлэгдсэн тооллын системд n эрэмбийн
тензорыг Tλ1...λn гэж тэмдэглэе. Энд λ1,...,λn нь
молекул дээр бэхлэгдсэн тооллын систем дэх тен-
зорын индексүүд. Тэгвэл лабораторийн тооллын
системд уг тензор дараах байдлаар илэрхийлэг-
дэнэ

Ti1...in = li1λ1 . . . linλnTλ1...λn . (4)

Энд i1,..., in нь лабораторийн тооллын систем дэх
тензорын индексүүд, li1λ1

. . . linλn
нь чиглэл то-

дорхойлох косинус функцууд [11]. Тэгшитгэл (4)
- ийн хоёр талыг дундажлавал

⟨Ti1...in⟩ = ⟨li1λ1
. . . linλn

⟩Tλ1...λn
(5)

болно. Энд Tλ1...λn нь молекулын гурван хэм-
жээст огторгуй дахь чиглэлээс хамаарахгүй учир
бүх молекулын хувьд ижил бөгөөд дундажлахад
оролцохгүй. Тэгшитгэл (5) - аас үзвэл тензорын
дундаж утга олох бодлого нь чиглэл тодорхойлох
косинус функцуудын дундаж утга ⟨li1λ1

. . . linλn
⟩

- ийг олох бодлогод шилжиж байна.

III. Бага эрэмбийн тензорын дундаж утга

Хамгийн хялбар олдох дундаж утга бол n шир-
хэг чиглэл тодорхойлох косинус функцийн үрж-

Зураг 1: (А) Усны молекул дээр бэхлэгдсэн тоол-
лын систем X,Y, Z. (Б) Лабораторийн тооллын сис-
тем x, y, z болон молекул дээр бэхлэгдсэн тооллын сис-
тем X,Y, Z - ийн харилцан байршлыг үзүүлэв. nX ,
nY , nZ нь молекул дээр бэхлэгдсэн тооллын систе-
мийн тэнхлэгүүдийн дагуу нэгж векторууд.

вэр ⟨lzZ . . . lzZ⟩ юм. Энд бид лабораторийн тоол-
лын системийн байгуулагчуудыг жижиг x, y, z -
ээр харин молекул дээр бэхлэгдсэн тооллын сис-
темийн байгуулагчуудыг том X,Y, Z - ээр тус тус
тэмдэглэв. Тэгвэл lzZ = cos θ учир (зураг 1(Б) - г
үз) дундаж утга

⟨lzZ . . . lzZ⟩ =
∫ π
0
dθ cosn θ sin θ∫ π
0
dθ sin θ

(6)

гэж илэрхийлэгдэх бөгөөд бид θ өнцгийг бөм-
бөрцөг тооллын систем дэх векторын z тэнхлэг-
тэй үүсгэх өнцөг гэж тооцов. Үүний нэгэн адил
⟨lzX . . . lzX⟩, ⟨lzY . . . lzY ⟩, ⟨lxY . . . lxY ⟩ гэх мэт есөн
дундаж утга мөн ижил (6) дугаар томъёогоор то-
дорхойлогдоно. Үүнээс гадна чиглэл тодорхойлох
косинус функцийн хувьд

li1λ1 li1λ2 = δλ1λ2 , (7a)
li1λ1 li2λ1 = δi1i2 (7b)

шинж чанарууд биелдэг. Энд хоёрдугаар эрэм-
бийн δλ1λ2

тензорыг Кронекерийн тензор гэж нэр-
лэдэг бөгөөд λ1 = λ2 үед δλ1λ2

= 1, бусад үед
δλ1λ2

= 0 байдаг. Илэрхийлэл (7) - гийн геометр
утгыг зураг 1 - ээс хялбархан ойлгож болно. Тод-
руулбал молекул дээр бэхлэгдсэн тооллын систе-
мийн тэнхлэгүүд X, Y , Z - ийн дагуух нэгж век-
торууд nX , nY , nZ нь чиглэл тодорхойлох косинус
функцээр дараах байдлаар

nX = {lxX , lyX , lzX}, nY = {lxY , lyY , lzY },
nZ = {lxZ , lyZ , lzZ} (8)

гэж илэрхийлэгдэнэ. Тэгвэл дээрх нэгж векторуу-
дын орто-нормаль шинж чанараас тэгшитгэл (7a)
шууд урган гарна. Мөн үүний адил тэгшитгэл
(7b) нь лабораторийн тооллын системийн тэнхлэ-
гүүд x, y, z - ийн дагуух нэгж векторуудын орто-
нормаль шинж чанарын илэрхийлэл юм.
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Томъёо (6) ба (7) - г ашиглан чиглэл тодорхой-
лох косинус функцийн дундаж утгыг бага эрэм-
бийн тензорын хувьд олж болно [12, 13]. Тухайл-
бал

1. Нэгдүгээр эрэмбийн тензор. Энэ тохиолдолд
(6) дугаар томъёо ёсоор бүх i ба λ - ийн ут-
ганд дундаж утга ⟨liλ⟩ = 0 байна.

2. Хоёрдугаар эрэмбийн тензорын тохиолдолд
(7a) дугаар илэрхийллийн хоёр талыг дун-
дажлавал

⟨li1X li1X⟩ = 1, ⟨li1Y li1Y ⟩ = 1, ⟨li1Z li1Z⟩ = 1
(9)

болно. Эхний тэгшитгэлийг задалж бичвэл
⟨lxX lxX⟩+⟨lyX lyX⟩+⟨lzX lzX⟩ = 1 бөгөөд x, y,
z тооллын системийн тэнхлэгүүд ижил ча-
нартайг санавал тэнцүүгийн тэмдгийн өм-
нөх гурван гишүүн хоорондоо тэнцүү байх
ёстой. Эндээс бид ⟨lxX lxX⟩ = ⟨lyX lyX⟩ =
⟨lzX lzX⟩ = 1/3 гэж олно. Үүнтэй адил (9)
дүгээр илэрхийллийн сүүлийн хоёр тэгшит-
гэлд харгалзах бусад зургаан дундаж утга
бүгд 1/3 - тэй тэнцүү байна. Түүнчлэн (7a)
илэрхийлэлд байх Кронекерийн тензор тэг
байх тохиолдлыг сонирхвол

⟨li1X li1Y ⟩ = 0, ⟨li1X li1Z⟩ = 0, ⟨li1Y li1Z⟩ = 0
(10)

болно. Дахин тооллын системийн тэнхлэгүү-
дийн ижил чанартай байхыг тооцвол нийл-
бэрт байх гишүүд тус бүрдээ тэгтэй тэнцэх
ёстой. Тиймээс λ1 ба λ2 ялгаатай утга авбал
дундаж утга бүгд тэг байна. Энэ хүртэл бид
зөвхөн (7a) тэгшитгэлийг ашигласан. Харин
тэгшитгэл (7b) - ийн хувьд бүх зүйл өмнөх-
тэй ижил байна. Тиймээс хоёрдугаар эрэм-
бийн тензорын дундаж утгыг нэгтгэн дүгнэ-
вэл хоёр хос (i1, i2), (λ1, λ2) индексүүд тус
бүрдээ хоорондоо тэнцүү байвал дундаж ут-
га 1/3 байна харин аль нэг хос индекс нь
ялгаатай бол 0 байна. Товчхондоо

⟨li1λ1 li2λ2⟩ =
1

3
δi1i2δλ1λ2

(11)

болно.

3. Гуравдугаар эрэмбийн тензорын хувьд
(nX × nY ) · nZ = 1 гэсэн чухал адилтгалыг
ашиглан

ϵi1i2i3⟨li1X li2Y li3Z⟩ = 1 (12)

гэж бичиж болно. Энд гуравдугаар эрэм-
бийн тензор ϵi1i2i3 - ийг Леви-Чевитагийн
тензор1 гэж нэрлэдэг. Энэ илэрхийлэлд тэн-

1 Леви-Чевитагийн тензорын элемент ϵxyz = 1 байх бө-

цүүгийн тэмдгийн урд талд зургаан гишүү-
ний нийлбэр байх бөгөөд x, y, z тэнхлэгүү-
дийн ижил чанартай гэдгээс уг зургаан ги-
шүүн бүгд тэнцүү байна. Тэгэхээр

⟨lxX lyY lzZ⟩ = ⟨lyX lzY lxZ⟩ = ⟨lzX lxY lyZ⟩ =
1

6
,

⟨lxX lzY lyZ⟩ = ⟨lyX lxY lzZ⟩ = ⟨lzX lyY lxZ⟩ = −1

6
(13)

гэж дүгнэж болно. Тэгшитгэл (12) - т буй
X, Y , Z тэнхлэгүүдийг сэлгэн бичиж өөр
таван адилтгал тодорхойлж болно. Тэнхлэ-
гүүдийн сондгой тооны сэлгэлт бүрд тэнцүү-
гийн тэмдгийн арын тоо тэмдэгээ өөрчлөх
бол тэгш тооны сэлгэлт бүрд өөрчлөгдөх-
гүй. Жишээ татвал ϵi1i2i3⟨li1X li2Z li3Y ⟩ = −1
гэх мэт. Хэрэв X, Y , Z тэнхлэгүүдийн ду-
рын хоёр нь ижил бол тэгтэй тэнцэнэ. Жи-
шээлбэл ϵi1i2i3⟨li1X li2Y li3Y ⟩ = 0 байх учраас
тэнцүүгийн тэмдгийн өмнөх зургаан гишүүн
(дундаж утга) тус бүрдээ тэг болно. Гурав-
дугаар эрэмбийн тензорын хувьд хийсэн энэ
бүгдийг багцалбал

⟨li1λ1 li2λ2 li3λ3⟩ =
1

6
ϵi1i2i3ϵλ1λ2λ3 (14)

гэж ерөнхий томъёо бичигдэнэ.

Дээрх аргаар дөрөв ба тавдугаар эрэмбийн тен-
зорын дундаж утгыг (6) дугаар томъёо болон
(nX ·nX)(nY ·nY ) = 1, (nX×nY ) ·nZ(nX ·nX) = 1
гэх мэт илэрхийллүүдийг ашиглан тодорхойлж
болно. Гэвч тооцоолох тохиолдлуудын тоо олон
мөн тооцоо нь ярвигтай байдаг.

IV. Интегралчлах арга

Интегралчлах арга нь бидний сайн мэдэх стан-
дарт болсон дундаж утга олох нэмэх арга юм. Ту-
хайлбал (a, b) гэсэн мужид тодорхойлогдсон f(x)
функцийн дундаж утгыг олохдоо уг функцийг
өгөгдсөн мужид интегралчлаад уг мужийн урт
(b− a) - д хуваадаг. Томъёо нь

⟨f(x)⟩ = 1

b− a

∫ b

a

dxf(x) (15)

болно. Энэ аргыг шууд ерөнхийлөн хэрэглэвэл
чиглэл тодорхойлох косинус функцуудын дундаж

гөөд xyz дарааллаас эхлээд индексүүдийн сондгой тооны
сэлгэлт бүрд элементийн утга −1 харин тэгш тооны сэл-
гэлт бүрд элементийн утга +1 байна. Жишээлбэл x ба y
- г сэлгэвэл ϵyxz = −1 үргэлжлүүлэн x ба z - г сэлгэвэл
ϵyzx = +1 гэх мэт.
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утга ⟨li1λ1
. . . linλn

⟩ нь дараах байдлаар тодорхой-
логдоно

⟨li1λ1 . . . linλn⟩ =
1

8π2

∫ 2π

0

dψ

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θli1λ1 . . . linλn . (16)

Энд ψ, ϕ, θ өнцгүүд нь Эйлерийн өнцөг гэж нэр-
лэгддэг ба энэ тухай дэлгэрэнгүйг хавсралт A -
д оруулав. Тэгшитгэл (16) - ийн интеграл доорх
чиглэл тодорхойлох косинус функцууд нь Эйле-
рийн гурван өнцгөөс хамаарах бөгөөд энэ хамаар-
лын ил хэлбэр нь

l =

 cosϕ cosψ − sinϕ cos θ sinψ sinϕ cosψ + cosϕ cos θ sinψ sin θ sinψ
− cosϕ sinψ − sinϕ cos θ cosψ − sinϕ sinψ + cosϕ cos θ cosψ sin θ cosψ

sinϕ sin θ − cosϕ sin θ cos θ

 (17)

гэж тодорхойлогдоно. Жишээлбэл дундаж утга ⟨lxX lxX⟩ - ийг тооцоолбол

⟨lxX lxX⟩ = 1

8π2

∫ 2π

0

dψ

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ(cosϕ cosψ − sinϕ cos θ sinψ)2

=
1

3
(18)

болно. Тензорын эрэмбэ өсөх тусам интеграл нэ-
лээд адармаатай болох боловч аналитик бодогд-
дог. Ерөнхий тохиолдолд бодохын тулд зарим нэг
тохиромжтой тэмдэглэгээг оруулъя. Чиглэл то-
дорхойлох косинус функцуудийн дундаж утгыг

⟨li1λ1
. . . linλn

⟩ = I
(n)
i1...in;λ1...λn

= I(n) (19)

гэж тэмдэглэе. Мөн түүнчлэн ижил индекстэй ко-
синус функцуудыг цуглуулж зэрэг хэлбэртэй бич-

вэл

I(n) = ⟨lQxX l
R
xY l

S
xZ l

T
yX l

U
yY l

V
yZ l

W
zX l

X
zY l

Y
zZ⟩ (20)

хэлбэртэй байж болно. Тэгшитгэл (18) - ыг ажиг-
лавал интеграл (16) - гийн ерөнхий хэлбэр нь ко-
синус синус функцуудын үржвэрээс авсан бие бие-
нээсээ үл хамаарах гурван интегралын үржвэрүү-
дийн нийлбэр хэлбэртэй болно. Тиймээс бидэнд
дараах [14]

∫ π

0

dx sini x cosj x =


π
(i− 1)!!(j − 1)!!

(i+ j)!!
, i ба j хоёулаа тэгш

2
(i− 1)!!(j − 1)!!

(i+ j)!!
, i сондгой харин j тэгш

0, j сондгой,

(21)

∫ 2π

0

dx sini x cosj x =

{
2π (i−1)!!(j−1)!!

(i+j)!! , i ба j хоёулаа тэгш
0, бусад тохиолдолд

(22)

ерөнхий томъёонууд хэрэглэгдэнэ. Томъёо (22) -
оос үзвэл косинус ба синусын зэргүүд зөвхөн тэгш
байхад интеграл тэгээс ялгаатай. Тиймээс нийл-
бэрчлэхдээ зөвхөн тэгш зэрэгтэй функцээс авсан
ψ ба ϕ интегралуудыг тооцоонд оруулна. Бусад
нь тэг. Харин томъёо (21) - ийн хувьд интеграл
тэгээс ялгаатай байхын тулд зөвхөн косинусын
зэрэг л тэгш байх ёстой. Синус функцийн зэрэг
ямар ч байж болно. Тэгэхлээр бид синус функ-

цийн зэргийн тэгш үү сондгой юу гэдгээс хамаа-
раад интегралын хариу хоёр өөр хэлбэртэй илэр-
хийлэгдэнэ. Иймд хоёр өөр хэлбэртэй илэрхийл-
лийг нэмэх шаардлагатай болно. Нэлээд төвөг-
тэй сонсогдож байна. Гэхдээ уг нийлбэрт зөвхөн
сондгой зэрэгтэй sin θ функцууд оролцоно гэвэл
тооцоо маш хялбар болох бөгөөд яагаад зөвхөн
сондгой зэрэгтэй sin θ функцууд нийлбэрт байгааг
тайлбарлая.
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Лабораторийн болон молекул дээр бэхлэгдсэн
тооллын системүүдийг зэрэг нэг тэнхлэгийг той-
руулан нэг чиглэлд ижил өнцгөөр эргүүлбэл чиг-
лэл тодорхойлох косинус функцуудын дундаж ут-
га I(n) нь өөрчлөгдөхгүй. Энэ санааг ашиглан
нэгэн чухал дүгнэлт хийж болно. Тухайлбал z
тэнхлэгийг тойруулан 180o эргүүлэх эргүүлэлтийн
матриц

R =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (23)

авч үзье. Энэ эргүүлэх үйлдлийг лабораторид бэх-

лэгдсэн болон молекулд бэхлэгдсэн хоёр тооллын
системд li1λ1

дээр зэрэг гүйцэтгэвэл

Rлабli1λ1R
T
мол = Rлабli1λ1Rмол (24)

болно. Энд Rлаб нь зөвхөн i1 индексэд харин Rмол
нь зөвхөн λ1 индексэд үйлчилнэ. λ1 индекс нь li1λ1

матрицын баганыг дугаарлах учир молекул дээр
бэхлэгдсэн тооллын системийн эргүүлэлт нь li1λ1

-
ийн баруун гар талаас нь хөрвөсөн матриц RTмол
- р үржих үйлдлээр тодорхойлогдоно. Дээрх үйл-
дэл I(n) - ийг өөрчлөхгүй тул

⟨lQxX l
R
xY l

S
xZ l

T
yX l

U
yY l

V
yZ l

W
zX l

X
zY l

Y
zZ⟩ = ⟨(RлабlxXRмол)

Q(RлабlxYRмол)
R(RлабlxZRмол)

S

(RлабlyXRмол)
T (RлабlyYRмол)

U (RлабlyZRмол)
V

(RлабlzXRмол)
W (RлабlzYRмол)

X(RлабlzZRмол)
Y ⟩

=(−1)S+V+W+X⟨lQxX l
R
xY l

S
xZ l

T
yX l

U
yY l

V
yZ l

W
zX l

X
zY l

Y
zZ⟩ (25)

гэж тодорхойлогдоно. Эндээс бидний хийх дүг-
нэлт бол S + V + W + X сондгой бол I(n) = 0
байх ёстой. Энэ нөхцөл нь зайлшгүй нөхцөл бо-
ловч хүрэлцээтэй нөхцөл биш юм. Өөрөөр хэлбэл
I(n) = 0 байхын тулд S + V +W +X нь сондгой
байх албагүй юм.

Энэхүү дүгнэлт нь хэрхэн синус функцийн зэ-
рэгтэй холбогдох вэ гэсэн асуулт урган гарна.
Чиглэл тодорхойлох косинус функцуудын ил хэл-
бэр (17) - г илэрхийлэл (20) - д орлуулж зэрэгт
функцийг биномын задаргаагаар задалбал sin θ
функцийн зэрэг S+V +W+X+1 хэлбэртэй илэр-

хийлэгдэх бөгөөд өмнө хийсэн дүгнэлтийг ашиг-
лавал S+V +W+X+1 нь тэгш бол I(n) = 0 болно.
Тиймээс бидэнд тэгш зэрэгтэй sin θ - ийн интегра-
лыг бодох шаардлага байхгүй болно. Эсрэгээс нь
хэлбэл I(n) ̸= 0 байх үед нийлбэрт зөвхөн сондгой
зэрэгтэй sin θ функцууд байна.

Дээр хэлсэнчлэн чиглэл тодорхойлох косинус
функцууд (17) - г илэрхийлэл (20) - д орлуулж
зэрэгт функцийг биномын задаргаагаар задалж
интеграл томъёо (21) ба (22) - ыг ашиглавал дун-
даж утга нь [15, 16]

I(n) =

Q∑
q=0

R∑
r=0

T∑
t=0

U∑
u=0

(
Q

q

)(
R

r

)(
T

t

)(
U

u

)
(−1)Q+T+X−q+u

× (iψ − 1)!!(jψ − 1)!!

(iψ + jψ)!!

(iϕ − 1)!!(jϕ − 1)!!

(iϕ + jϕ)!!

(iθ − 1)!!(jθ − 1)!!

(iθ + jθ)!!
(26)

хэлбэртэй илэрхийлэгдэнэ. Энд косинус, синус
функцуудын зэрэг

iψ = Q− q +R− r + t+ u+ S,

jψ = q + r + T − t+ U − u+ V,

iϕ = Q− q + r + T − t+ u+W,

jϕ = q +R− r + t+ U − u+X,

iθ = S + V +W +X + 1,

jθ = Q− q +R− r + T − t+ U − u+ Y (27)

болно. Дээрх нийлбэрт зөвхөн iψ, jψ, iϕ, jϕ, iθ тэгш
тоо харин jθ сондгой тоо байх гишүүд оролцоно
гэдгийг мартаж болохгүй. Дээрх томъёо (26) нь
ямар ч эрэмбийн тензорын хувьд хүчинтэй ерөн-
хий томъёо юм. Жишээ болгож ⟨lxX lxX lxX lxX⟩ -
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ийг (26) томъёог ашиглан бодоход

⟨lxX lxX lxX lxX⟩ = 1

5
(28)

гэсэн хариу өгч байна.
Ерөнхий томъёо (26) - г тооцоонд хэрэглэхэд

хэд хэдэн дутагдал байдаг. Нэгдүгээрт уг томъёо
нь I(n) - ийн 32n гишүүдийн зөвхөн нэгийг өгнө.
Тензорын дундаж утгыг олохын тулд I(n) дундаж
утгын маш олон тооны гишүүдийг бодож томъёо
(5) - ын дагуу нэмнэ. Тиймээс тензорын дундаж
утгыг ялангуяа өндөр эрэмбийн тензорын хувьд
гараар хийхэд нүсэр учир компьютерээр тооцоо-
лохоос өөр арга байхгүй. Хоёрдугаарт уг арга нь
зөвхөн тоон утга өгөх бөгөөд томъёо шийд гарга-
хад маш төвөгтэй юм.

Хэдийгээр дээр дурдсан учир дутагдалтай бо-
ловч (26) дугаар томъёог хэдхэн мөр компьюте-
рийн кодод багтааж болох бөгөөд уг кодыг ашиг-
лан бусад аргаар хийсэн тооцооны үр дүн, томъ-
ёог маш хялбархан шалгаж болох давуу талтай
юм.

V. Изотроп тензороор задлах арга

Чиглэл тодорхойлох косинусын дундаж утга
олох дараагийн арга бол тэгш хэмийн онолд суу-
рилсан арга юм [17, 18]. Энэ арга нь тэгш хэ-
мийн онолын гүнзгий математик ойлголтуудад
үндэслэгдсэн учраас математикийн гүнзгий мэд-
лэг шаарддаг. Тиймээс цаг хугацаа мөн цаас хэм-
нэх үүднээс зарим теорем, ухагдахуунуудыг тайл-
барлахыг энд хичээсэнгүй. Гэхдээ яаж хэрэглэх
тухай дэлгэрэнгүй тайлбарлахыг хичээлээ.

Бид өмнөх хэсэгт I(n) эргэлтэд өөрчлөгдөхгүй
гэж үзсэн билээ. Тэгвэл I(n) нь n ширхэг i ин-
декстэй (лабораторид бэхлэгдсэн тооллын систе-
мийн) мөн n ширхэг λ индекстэй (молекулд бэх-
лэгдсэн тооллын системийн) изотроп тензоруу-
дын шугаман нийлбэр хэлбэртэй илэрхийлэгдэж
болох юм. Изотроп тензор гэдэг нь тооллын сис-
темийг ямар ч өнцгөөр эргүүлсэн түүний элемен-
түүд нь өөрчлөгддөггүй тензорыг хэлдэг. Жи-
шээлбэл тэг дүгээр эрэмбийн тензор нь эргэлтээс
хамаарахгүй тогтмол учир үргэлж изотроп тен-
зор болдог. Харин бүх нэгдүгээр эрэмбийн тен-
зорууд изотроп биш юм. Хоёрдугаар эрэмбийн
тензорын хувьд зөвхөн Кронекерийн тензор δij
мөн гуравдугаар эрэмбийн тензорын хувьд зөв-
хөн Леви-Чевитагийн тензор ϵijk нь изотроп тен-
зорууд юм. Харин дөрвөөс дээш эрэмбийн тен-
зоруудын хувьд дурын изотроп тензор нь Кро-
некерийн тензор δij ба Леви-Чевитагийн тензор
ϵijk хоёрын тензор үржвэр хэлбэртэй бичигдэнэ.
Үүнийг Вейлийн теором гэнэ [17, 19]. Жишээл-
бэл ϵi1i2i3δi4i5 нь лабораторид бэхлэгдсэн тоол-
лын систем дэх тавдугаар эрэмбийн изотроп тен-
зорийн жишээ юм. Дурын n эрэмбийн тензорын

хувьд хэдэн изотроп тензорыг Кронекерийн болон
Леви-Чивитагийн тензор ашиглан бичиж болохыг
хэсэглэл ашиглан тооцоолбол

N (n) =


n!

2n/2(n/2)!
, n тэгш үед

n!

3!((n− 3)/2)!2(n−3)/2
, n сондгой үед

(29)
болно. Эцсийн үр дүнд дундаж утга I(n) - гийн
илэрхийлэл нь

I(n) =
∑
q,r

M (n)
qr f

(n)
q g(n)r (30)

хэлбэртэй болно. Үүнд f (n)q , g(n)r нь харгалзан ла-
бораторид болон молекулд бэхлэгдсэн тооллын
систем дэх n эрэмбийн изотроп тензорууд, M (n)

qr

бол квадрат матриц хэлбэрээр илэрхийлэгдэх ко-
эффициентууд. Харин q ба r индексүүд нь лабора-
торид болон молекулд бэхлэгдсэн изотроп тензор
f
(n)
q , g(n)r - ийн дугаарлалт. Томъёо (30) - аас үзвэл

бид изотроп тензорууд болон задаргааны коэффи-
циентуудыг олох шаардлагатай болж байна.

Задаргааны коэффициентууд M
(n)
qr - ийг оло-

хын тулд Кронекерын ба Леви-Чивитагийн тензо-
руудын изотроп шинж чанар болох дараах томъ-
ёонуудыг ашиглая.

δi1i2 li1λ1
li2λ2

= δλ1λ2
,

ϵi1i2i3 li1λ1 li2λ2 li3λ3 = ϵλ1λ2λ3 . (31)

Тэгшитгэлийн хоёр талыг дундажлавал зөвхөн
косинус функцууд дундажлагдана. Тиймээс бид
ерөнхий тохиолдолд

f (n)s I(n) = g(n)s (32)

гэж бичиж болох бөгөөд энэ илэрхийлэлд тэгшит-
гэл (30) - ыг орлуулж баруун гар талаас нь g

(n)
t

изотроп тензороор үржүүлбэл∑
q,r

f (n)s f (n)q M (n)
qr g

(n)
r g

(n)
t = g(n)s g

(n)
t (33)

болно. Одоо бид S
(n)
sq = f

(n)
s f

(n)
q , S(n)

rt = g
(n)
r g

(n)
t

гэсэн n×n хэмжээс бүхий квадрат матриц тодор-
хойлъё. Тэгвэл тэгшитгэл (33) нь S(n)M(n) = 1

болох буюу задаргааны коэффициентууд Mqr нь

M(n) = (S(n))−1 (34)

гэж олдоно. Энэ бол бидний ашиглах гол томъ-
ёо юм. Энд нэг анхаарах зүйл нь S(n) матрицын
урвуутай байх нөхцөл юм. Энэ нөхцөл нь f (n)q изо-
троп тензорууд нь шугаман үл хамаарах явдал
юм. Гэвч ерөнхий тохиолдолд N (n) ширхэг изо-
троп тензорууд нь бүгд үл хамаарах байж чад-
даггүй. Шугаман үл хамаарах изотроп тензорын
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тоо Q(n) - ийг хүснэгт 2 - т үзүүлэв. Хүснэгтээс
үзвэл жишээлбэл n = 5, 7, 8 байх үед N (n) ба
Q(n) тэнцүү биш байна. Тиймээс бид N (n) ширхэг
изотроп тензороос яаж үл хамаарах тензоруудыг
сонгож авах вэ гэсэн өөр бодлоготой нүүр тулж
байна. Үүнийг Смидт [20] стандарт Юнгийн хүс-
нэгт2 ашиглан шийдсэн. Тэрээр өгөгдсөн нөхцө-
лийг хангах стандарт Юнгийн хүснэгт ба шугаман
үл хамаарах изотроп тензор хоёрын хоорондын
харилцан хамаарлыг тодорхойлсон байдаг. Тод-
руулбал доор бидний үзэх нөхцөлийг хангах ял-
гаатай стандарт Юнгийн хүснэгтэд шугаман үл
хамаарах изотроп тензор оноож болохыг үзүүл-
сэн. Уг оноолт нь тензорын эрэмбийн тэгш ба
сондгой чанараас хамаарах учраас стандарт Юн-
гийн хүснэгтэд тавигдах нөхцөл болон стандарт
Юнгийн хүснэгтэд изотроп тензор оноох дүрмийг
тэгш ба сондгой эрэмбийн тензорын хувьд тус ту-
сад нь авч үзье.

V.1. Тэгш эрэмбийн тензор

Тэгш эрэмбийн тензорын хувьд Юнгийн диа-
грамд хоёр нөхцөл тавигдана.

1. Юнгийн диаграм хамгийн ихдээ гурван мөр-
тэй байна. Энэ нөхцөл нь огторгуйн гурван
хэмжээсээс урган гарна.

2. Юнгийн диаграмын багануудын тоо нь тэгш
байх бөгөөд хос хосоороо ижил урттай бай-
на.

Дээрх нөхцөлийг хангасан Юнгийн диаграмыг
хүснэгт 1 - д үзүүлэв. Уг Юнгийн диаграмаар үүс-
гэгдсэн стандарт Юнгийн хүснэгтийн хос багана
бүрд ерөнхий Кронекерын тензор [23] харгалзуул-
на. Шугаман үл хамаарах изотроп тензор нь хос
багана бүрд харгалзах ерөнхий Кронекерийн тен-
зоруудын тензор үржвэр хэлбэртэй тодорхойлог-
доно. Ерөнхий Кронекерийн тензор нь

δi1···iαj1···jα =

∣∣∣∣∣∣∣
δi1j1 · · · δi1jα

...
. . .

...
δiαj1 · · · δiαjα

∣∣∣∣∣∣∣ (35)

гэж тодорхойлогдоно. Харгалзуулахдаа ерөнхий
Кронекерийн тензорын дээд ба доод индексүүд
тус бүрдээ нэг нэг багананд харгалзана. Хэрвээ
баганын урт нэг нүд байвал i1 j1 стандарт Юн-
гийн хүснэгтэд харгалзах ерөнхий Кронекерийн
тензор ердийн Кронекерийн тензор δi1j1 = δi1j1 бол-

но. Харин хоёр нүд байвал i1 j1
i2 j2

стандарт Юнгийн

2 Юнгийн хүснэгтийн талаар дэлгэрэнгүйг хавсралт - B -
ээс үзнэ үү.

хүснэгтэд δi1i2j1j2
= δi1j1δi2j2 − δi1j2δi2j1 гэсэн ерөн-

хий Кронекерийн тензор харгалзана. Энэ мэтчи-
лэн үргэлжлүүлбэл гурван нүдний урттай хос ба-

ганын хувьд стандарт Юнгийн хүснэгт
i1 j1
i2 j2
i3 j3

болох

бөгөөд ерөнхий Кронекерийн тензорыг

δi1i2i3j1j2j3
=

∣∣∣∣∣∣∣
δi1j1 δi1j2 δi1j3
δi2j1 δi2j2 δi2j3
δi3j1 δi3j2 δi3j3

∣∣∣∣∣∣∣ (36)

хэлбэртэйгээр байгуулна. Жишээлбэл
i1 i2 i3 i4
i5 i7
i6 i8

гэсэн стандарт Юнгийн хүснэгтэд δi1i5i6i2i7i8
δi3i4 гэсэн

изотроп тензор харгалзуулна. Стандарт Юнгийн
хүснэгт болгон нь шугаман үл хамаарах изотроп
тензор өгөх учраас n эрэмбийн хувьд ялгаатай
стандарт Юнгийн хүснэгтийн тоо Q(n) нь шуга-
ман үл хамаарах изотроп тензорын тоог өгөх ба
энэ тоог Гукийн томъёо ашиглан тооцоолж болно
(хавсралт C - г үзнэ үү). Тооцооны үр дүнг хүс-
нэгт 2 - т үзүүлэв.

1. Хоёрдугаар эрэмбийн тензор.

Энэ тохиолдолд хүснэгт 1 - д үзүүлсэн Юн-
гийн хүснэгтэд харгалзах тензор нь Кронекерийн
тензор δi1i2 болно. Матриц S(2) ганц тоо бөгөөд
S(2) = δi1i2δi1i2 = 3 болно. Тэгшитгэл (34) ёсоор
M(2) = 1/3 буюу чиглэл тодорхойлох косинус
функцийн дундаж утга

I(2) =
1

3
δi1i2δλ1λ2 (37)

гэж олдоно. Жишээлбэл ⟨lxX lxX⟩ = I
(2)
xx;XX =

(1/3)δxxδXX = 1/3 нь бидний өмнө олсон утга (18)
- тай тохирч байна.

2. Дөрөвдүгээр эрэмбийн тензор.

Хүснэгт 2 - оос үзвэл N (4) тооны изотроп тензо-
рууд нь бүгд шугаман үл хамаарах байна. Тиймээс
бид шугаман үл хамаарах изотроп тензоруудыг
заавал Смидтийн аргаар сонгох шаардлагагүй.
Гэвч Смидтийн аргын жишээ болгох үүднээс Юн-
гийн хүснэгтийг яаж ашиглахыг харуулъя. Хүс-
нэгт 1 - ээс үзвэл (4), (2, 2) гэсэн хоёр өөр Юнгийн
диаграм байгуулж болох бөгөөд эхний диаграмд
нэг дараагийн диаграмд хоёр стандарт Юнгийн
хүснэгт харгалзана. Тодруулбал

i1 i2 i3 i4
i1 i2
i3 i4

i1 i3
i2 i4
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Тензорын эрэмбэ Юнгийн диаграм Изотроп тензор

1 байхгүй байхгүй
2 δi1i2

3 ϵi1i2i3

4 Илэрхийлэл (39)

5 Илэрхийлэл (46)

6 Хүснэгт 3 - д үзүүлэв

7 Хүснэгт 5 - д үзүүлэв

8 эх сурвалж [18, 21]

9 эх сурвалж [22]

Хүснэгт 1: Үл хамаарах изотроп тензорт харгалзах Юнгийн диаграмыг нэгээс есдүгээр эрэмбийн тензорын
хувьд үзүүлэв. Харгалзах изотроп тензор, түүнийг хаанаас үзэж болохыг сүүлийн багананд бичлээ.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
N (n) - 1 1 3 10 15 105 105
Q(n) - 1 1 3 6 15 36 91

Хүснэгт 2: Шугаман хамаарах ба шугаман үл хамаа-
рах изотроп тензорын тоо N (n) ба Q(n).

болно. Эдгээр стандарт Юнгийн хүснэгтэд хар-
галзах үл хамаарах изотроп тензорууд нь

δi1i2δi3i4 ,

δi1i2δi3i4 − δi1i4δi2i3 ,

δi1i3δi2i4 − δi1i4δi2i3 (38)

гэж олдоно. Эндээс изотроп тензор (38) - ыг хял-
бараар бид

f
(4)
1 = δi1i2δi3i4 ,

f
(4)
2 = δi1i3δi2i4 ,

f
(4)
3 = δi1i4δi2i3 (39)

гэж сонгож болно. Изотроп тензор g
(4)
t нь (39)

- тэй хэлбэрийн хувьд ижил бөгөөд лабораторид
бэхлэгдсэн тооллын системийн i индекс молекулд
бэхлэгдсэн тооллын системийн λ индексээр солиг-

доно. Цаашилбал S(4) матриц

S(4) =

9 3 3

3 9 3

3 3 9

 (40)

хэлбэртэй олдоно. Улмаар I(4) нь

I(4) =
1

30

δi1i2δi3i4δi1i3δi2i4
δi1i4δi2i3


T  4 −1 −1

−1 4 −1

−1 −1 4


δλ1λ2δλ3λ4

δλ1λ3
δλ2λ4

δλ1λ4
δλ2λ3


(41)

хэлбэртэй илэрхийлэгдэнэ. Жишээлбэл

⟨lxX lxX lxX lxX⟩ = I
(4)
xxxx;XXXX

=
1

30

(
1 1 1

) 4 −1 −1

−1 4 −1

−1 −1 4


1

1

1


=

1

5
(42)

утга нь өмнөх аргын өгсөн хариу (28) - тaй тохирч
байна.

3. Зургадугаар эрэмбийн тензор.

N (6) нь шугаман үл хамаарах тензорын тоо Q(6)

- тай тэнцүү байна. Тиймээс бид Юнгийн хүснэгт
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ашиглах шаардлагагүй. Гурван Кронекерийн тен-
зорын бүх боломжит хоорондоо ялгаатай тензор
үржвэрээр тодорхойлогдох тензорууд нь шугаман

үл хамаарах байна. Эдгээр шугаман үл хамаарах
изотроп тензорыг хүснэгт 3 - д үзүүлэв. Хялбар-
хан матриц үйлдэл хийж M(6) - г тооцоолбол

M(6) =
1

210



16 −5 −5 −5 2 2 −5 2 2 2 2 −5 2 2 −5

−5 16 −5 2 −5 2 2 2 −5 −5 2 2 2 −5 2

−5 −5 16 2 2 −5 2 −5 2 2 −5 2 −5 2 2

−5 2 2 16 −5 −5 −5 2 2 2 −5 2 2 −5 2

2 −5 2 −5 16 −5 2 −5 2 −5 2 2 2 2 −5

2 2 −5 −5 −5 16 2 2 −5 2 2 −5 −5 2 2

−5 2 2 −5 2 2 16 −5 −5 −5 2 2 −5 2 2

2 2 −5 2 −5 2 −5 16 −5 2 −5 2 2 2 −5

2 −5 2 2 2 −5 −5 −5 16 2 2 −5 2 −5 2

2 −5 2 2 −5 2 −5 2 2 16 −5 −5 −5 2 2

2 2 −5 −5 2 2 2 −5 2 −5 16 −5 2 −5 2

−5 2 2 2 2 −5 2 2 −5 −5 −5 16 2 2 −5

2 2 −5 2 2 −5 −5 2 2 −5 2 2 16 −5 −5

2 −5 2 −5 2 2 2 2 −5 2 −5 2 −5 16 −5

−5 2 2 2 −5 2 2 −5 2 2 2 −5 −5 −5 16



(43)

гэж илэрхийлэгдэнэ. Дараагийн тэгш эрэмбэ бо-
лох наймдугаар эрэмбийн тензорын дундаж ут-
гыг эх сурвалж [18] - д тооцоолсон байна.

V.2. Сондгой эрэмбийн тензор

Сондгой эрэмбийн тензорын хувьд Юнгийн
диаграмд тавигдах зөвхөн ганц нөхцөл байна.
Үүнд

1. Юнгийн диаграмын эхний багана гурван
нүдтэй байна. Үлдсэн n−3 нүд нь тэгш n−3
эрэмбийн тензорт харгалзах Юнгийн диа-
грамтай адил байна.

Жишээлбэл есдүгээр эрэмбийн хувьд гурван ял-
гаатай Юнгийн диаграм байх ба хүснэгт 1 - д
үзүүлсэн ёсоор эдгээр гурван Юнгийн диагра-
мыг зургадугаар эрэмбийн гурван Юнгийн диа-
грамын урд босоо гурван нүдтэй багана нэмж үүс-
гэнэ. Дээр дурдсан ёсоор Юнгийн диаграмд хар-
галзах ялгаатай стандарт Юнгийн хүснэгт бүрд
бие биенээсээ шугаман үл хамаарах изотроп тен-
зор оноож болно. Уг оноолт тун энгийн. Эхний
баганад Леви-Чивитагийн тензор онооно. Харин
үлдсэн хэсэг нь n − 3 тэгш эрэмбийн тензорын
оноолттой ижил байна. Жишээ татвал долду-

гаар эрэмбийн
i1 i2 i3 i4 i5
i6
i7

гэсэн Юнгийн хүснэг-

тэд ϵi1i6i7δi2i3δi4i5 гэсэн изотроп тензор харгалза-
на.

4. Нэгдүгээр эрэмбийн тензор.

Нэгдүгээр эрэмбийн хувьд цор ганц Юнгийн
диаграм болох нь бидний дээр тодорхойлсон
нөхцөлийг хангахгүй. Тиймээс энэ тохиолдолд
ямар ч изотроп тензор оршин байхгүй. Мөн нэг-
дүгээр эрэмбийн тензорын хувьд дундаж утга үр-
гэлж тэг байна.

5. Гуравдугаар эрэмбийн тензор.

Гуравдугаар эрэмбийн тензорын хувьд хүснэгт
1 - д үзүүлсэн ёсоор зөвхөн нэг Юнгийн диа-
грам ба стандарт Юнгийн хүснэгт тодорхойлогдо-
но. Үүнд харгалзах изотроп тензор нь ϵi1i2i3 байх
нь ойлгомжтой. Тиймээс

S(3) = ϵi1i2i3ϵi1i2i3 = 6 (44)

бөгөөд

M(3) =
1

6
, буюу I(3) =

1

6
ϵi1i2i3ϵλ1λ2λ3

(45)

болохыг хялбархан тооцоолж болно.

6. Тавдугаар эрэмбийн тензор.

Тавдугаар эрэмбэ бол хамгийн эхний N (n) ̸=
Q(n) байх эрэмбэ юм. Тиймээс бид стандарт Юн-
гийн хүснэгт ашиглан үл хамаарах изотроп тен-
зор олох шаардлагатай. Леви-Чивитагийн болон
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q f
(6)
q q f

(6)
q q f

(6)
q q f

(6)
q q f

(6)
q

1 δi1i2δi3i4δi5i6 4 δi1i3δi2i4δi5i6 7 δi1i4δi2i3δi5i6 10 δi1i5δi2i3δi4i6 13 δi1i6δi2i3δi4i5
2 δi1i2δi3i5δi4i6 5 δi1i3δi2i5δi4i6 8 δi1i4δi2i5δi3i6 11 δi1i5δi2i4δi3i6 14 δi1i6δi2i4δi3i5
3 δi1i2δi3i6δi4i5 6 δi1i3δi2i6δi4i5 9 δi1i4δi2i6δi3i5 12 δi1i5δi2i6δi3i4 15 δi1i6δi2i5δi3i4

Хүснэгт 3: Зургадугаар эрэмбийн үл хамаарах изотроп тензорууд

Кронекерийн индексүүдийг хооронд нь сэлгэх ар-
гаар бүх боломжит изотроп тензоруудыг байгуул-
бал хүснэгт 4 - д үзүүлсэн арван изотроп тензор
бичигдэнэ. Энэхүү арван тензор нь бие биенээ-
сээ шугаман хамааралтай юм. Үүнээс шугаман үл
хамаарах зургаан изотроп тензор сонгохын тулд
хүснэгт 1 - д үзүүлсэн тавдугаар эрэмбэд харгал-
зах Юнгийн диаграмаас зургаан ширхэг стандарт
Юнгийн хүснэгтийг дараах байдлаар байгуулъя.

i1 i4 i5
i2
i3

i1 i3 i5
i2
i4

i1 i3 i4
i2
i5

i1 i2 i5
i3
i4

i1 i2 i4
i3
i5

i1 i2 i3
i4
i5

Эдгээр стандарт Юнгийн хүснэгтэд харгалзах
изотроп тензорууд нь

f
(5)
1 = ϵi1i2i3δi4i5 , f

(5)
2 = ϵi1i2i4δi3i5 ,

f
(5)
3 = ϵi1i2i5δi3i4 , f

(5)
4 = ϵi1i3i4δi2i5 ,

f
(5)
5 = ϵi1i3i5δi2i4 , f

(5)
6 = ϵi1i4i5δi2i3 (46)

хэлбэртэй илэрхийлэгдэж байна. Тэгвэл дундаж
утга [24]

I(n) =
1

30



ϵi1i2i3δi4i5
ϵi1i2i4δi3i5
ϵi1i2i5δi3i4
ϵi1i3i4δi2i5
ϵi1i3i5δi2i4
ϵi1i4i5δi2i3



T 

3 −1 −1 1 1 0

−1 3 −1 −1 0 1

−1 −1 3 0 −1 −1

1 −1 0 3 −1 1

1 0 −1 −1 3 −1

0 1 −1 1 −1 3





ϵλ1λ2λ3
δλ4λ5

ϵλ1λ2λ4
δλ3λ5

ϵλ1λ2λ5δλ3λ4

ϵλ1λ3λ4
δλ2λ5

ϵλ1λ3λ5
δλ2λ4

ϵλ1λ4λ5δλ2λ3


(47)

гэж олдоно.

7. Долдугаар эрэмбийн тензор.

Долдугаар эрэмбийн тензорын хувьд 105 изо-
троп тензорын 36 нь бие биенээсээ үл хамаарах
байна. Хүснэгт 1 - д үзүүлсэн хоёр Юнгийн диа-
грамд харгалзах бие биеэсээ үл хамаарах изотроп
тензоруудыг хүснэгт 5 - д үзүүлэв. Эдгээр изотроп
тензоруудыг ашиглан M(7) - ийг тооцоолж болно.
Хэмжээний хувьд 36×36 гэсэн том матриц учир
бид энд оруулсангүй бөгөөд ил хэлбэрийг нь эх
сурвалж [17] - оос үзэж болно.

Цаашид ес ба арван нэгдүгээр эрэмбийн тензо-
рын хувьд шугаман үл хамаарах изотроп тензор
ашиглан I(9), I(11) - ийг зарчмын хувьд бодож
болно. Гэвч тооцоо нь маш ярвигтай болно. Ха-
рин шугаман хамаарах изотроп тензор ашиглан
I(9), I(11) - ийг бодож болох бөгөөд энэхүү аргыг
[22] - д үзүүлжээ.

VI. Тензор хэмжигдэхүүний дундаж утгыг
эргэлтийн инвариантаар илэрхийлэх нь

Бид өмнөх хэсэгт тензор хэмжигдэхүүний дун-
даж утгыг хоёр ба гуравдугаар эрэмбийн изотроп
тензоруудын тензор үржвэрийн нийлбэр хэлбэр-
тэй илэрхийлсэн (илэрхийлэл (30) - ыг үз). Гэвч
оптикийн спектроскопид ихэвчлэн тензор үржвэр
хэлбэртэй илэрхийлэгддэг тензорын дундаж ут-
гыг олох шаардлага үүсдэг бөгөөд ийм хэлбэрийн
дундаж утгыг эргэлтийн инвариантаар илэрхий-
лэх нь зохимжтой байдаг. Тодруулбал бид өмнөх
II дүгээр хэсэгт аяндаа цацрах Раманы сарнил
хэрхэн αi1i2αi3i4 тензорын дундаж утга олох бод-
логод хүргэж буйг тайлбарласан билээ. Тиймээс
бид энэ хэсэгт хоёр тензорын тензор үржвэр хэл-
бэртэй илэрхийлэгддэг тензорын дундаж утгыг
хэрхэн эргэлтийн инвариантаар илэрхийлж боло-
хыг үзье.

Өнцгийн моментын онол ёсоор SO(3) эргэлтийн
бүлгийн дурын эмхэтгэгдэх төлөөлөл D - г үл эм-
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q f
(5)
q q f

(5)
q q f

(5)
q q f

(5)
q q f

(5)
q

1 ϵi1i2i3δi4i5 3 ϵi1i2i5δi3i4 5 ϵi1i3i5δi2i4 7 ϵi2i3i4δi1i5 9 ϵi2i4i5δi1i3
2 ϵi1i2i4δi3i5 4 ϵi1i3i4δi2i5 6 ϵi1i4i5δi2i3 8 ϵi2i3i5δi1i4 10 ϵi3i4i5δi1i2

Хүснэгт 4: Тавдугаар эрэмбийн шугаман хамаарал бүхий изотроп тензорууд

q f
(7)
q q f

(7)
q q f

(7)
q q f

(7)
q

1 ϵi1i2i3δi4i5δi6i7 10 ϵi1i2i6δi3i4δi5i7 19 ϵi1i3i5δi2i4δi6i7 28 ϵi1i4i5δi2i3δi6i7
2 ϵi1i2i3δi4i6δi5i7 11 ϵi1i2i6δi3i5δi4i7 20 ϵi1i3i5δi2i6δi4i7 29 ϵi1i4i5δi2i7δi3i6
3 ϵi1i2i3δi4i7δi5i6 12 ϵi1i2i6δi3i7δi4i5 21 ϵi1i3i5δi2i7δi4i6 30 ϵi1i4i6δi2i3δi5i7
4 ϵi1i2i4δi3i5δi6i7 13 ϵi1i2i7δi3i4δi5i6 22 ϵi1i3i6δi2i4δi5i7 31 ϵi1i4i6δi2i7δi3i5
5 ϵi1i2i4δi3i6δi5i7 14 ϵi1i2i7δi3i5δi4i6 23 ϵi1i3i6δi2i5δi4i7 32 ϵi1i4i7δi2i3δi5i6
6 ϵi1i2i4δi3i7δi5i6 15 ϵi1i2i7δi3i6δi4i5 24 ϵi1i3i6δi2i7δi4i5 33 ϵi1i4i7δi2i6δi3i5
7 ϵi1i2i5δi3i4δi6i7 16 ϵi1i3i4δi2i5δi6i7 25 ϵi1i3i7δi2i4δi5i6 34 ϵi1i5i6δi2i3δi4i7
8 ϵi1i2i5δi3i6δi4i7 17 ϵi1i3i4δi2i6δi5i7 26 ϵi1i3i7δi2i5δi4i6 35 ϵi1i5i7δi2i3δi4i6
9 ϵi1i2i5δi3i7δi4i6 18 ϵi1i3i4δi2i7δi5i6 27 ϵi1i3i7δi2i6δi4i5 36 ϵi1i6i7δi2i3δi4i5

Хүснэгт 5: Долдугаар эрэмбийн бие биеээсээ үл хамаарах 36 изотроп тензорууд

хэтгэгдэх төлөөлөл D(τ,J) - ийн шулуун нийлбэр
хэлбэрт бичиж болдог. Тухайлбал

D =

n⊕
J=0

τ(J)
n⊕
τ=1

D(τ,J) (48)

бөгөөд энд 0 ≤ J ≤ n нь өнцгийн моментод хар-
галзах квантын тоо харин 1 ≤ τ ≤ τ

(J)
n нь нэг

ижил J квантын тоонд харгалзах ялгаатай төлө-
вийн дэс дугаар буюу мөхөлтийн зэрэг юм. Харин
τ
(J)
n нь мөхөлтийн тоо [25, 26] бөгөөд J квантын

тоонд харгалзах ялгаатай төлөөллийн тоог илэр-
хийлнэ. Өнцгийн моментыг нэмэх дүрэм [27, 28]
ёсоор J > J ′ байх хоёр өнцгийн моментыг нэмэхэд
нийлбэр өнцгийн моментын боломжит утга J−J ′,
J − J ′ + 1, . . ., J + J ′ байна. Тэгвэл J = 1, J ′ = 1
тохиолдолд нийт системийн эмхэтгэгдэх төлөөлөл
D(1) ⊗D(1) нь

D(1) ⊗D(1) = D(0) ⊕D(1) ⊕D(2) (49)

гэж илэрхийлэгдэнэ. Харин дахин нэг J ′′ = 1 өнц-
гийн момент нэмбэл

(D(1) ⊗D(1))⊗D(1) = (D(0) ⊕D(1) ⊕D(2))⊗D(1)

= (D(0) ⊗D(1))⊕ (D(1) ⊗D(1))⊕ (D(2) ⊗D(1))

= D(1) ⊕D(0) ⊕D(1) ⊕D(2) ⊕D(1) ⊕D(2) ⊕D(3)

= D(0) ⊕ 3D(1) ⊕ 2D(2) ⊕D(3) (50)

буюу мөхөлтийн тоо нь J = 0, 1, 2, 3 - ын хувьд
харгалзан τm = 1, 3, 2, 1 байна.

Дээрх SO(3) эргэлтийн бүлгийн үл эмхэтгэг-
дэх төлөөллийг тензор хэмжигдэхүүний хувьд хэ-
рэглэвэл дурын n эрэмбийн тензор хэмжигдэхүүн
T (n) - ийг эргэлтийн бүлэг SO(3) - ын үл эмхэт-
гэгдэх төлөөлөл болох үл эмхэтгэгдэх тензорууд
T

(τ,J)
λ1...λn

- ийн нийлбэр хэлбэртэй бичиж болно [29].

Өөрөөр хэлбэл

Tλ1...λn
(n) =

n∑
J=0

τ(J)
n∑
τ=1

T
(τ,J)
λ1...λn

. (51)

Энд J нь задаргааны гишүүдийн дугаар бөгөөд J
дугаар задаргааны гишүүн нь 2J + 1 ширхэг үл
хамаарах хувьсагчаас хамаарна. Харин τ нь нэг
J - ийн утгад харгалзах ялгаатай гишүүдийн дэс
дараа юм. Томъёо (51) нь (48) ерөнхий томъёоны
тензор хэмжигдэхүүний хувьд бичигдсэн тухайн
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тохиолдол юм.
Илэрхийлэл (51) - ийг бага эрэмбийн тензорын

хувьд жишээ авч тайлбарлая. Тэг ба нэгдүгээр
эрэмбийн тензорууд нь анхнаасаа эргэлтийн бүл-
гийн үл эмхэтгэгдэх төлөөлөл болдог учир задлах
шаардлага байхгүй. Тодруулбал T (0) = T (1,0) ба
Tλ1(1) = T

(1,1)
λ1

болно. Харин хоёрдугаар эрэмбийн
тензорын задаргаа нь (49) дүгээр томъёо ёсоор
[29]

Tλ1λ2
(2) = T

(1,0)
λ1λ2

+ T
(1,1)
λ1λ2

+ T
(1,2)
λ1λ2

(52)

гэж олдох ба энд үл эмхэтгэгдэх тензорын ил хэл-
бэр

T
(1,0)
λ1λ2

=
1

3
Tλ3λ3δλ1λ2 ,

T
(1,1)
λ1λ2

=
1

2
(Tλ1λ2 − Tλ2λ1),

T
(1,2)
λ1λ2

=
1

2
(Tλ1λ2 + Tλ2λ1)−

1

3
Tλ3λ3δλ1λ2 (53)

байна3. Энэ илэрхийллүүдээс үзвэл дээр дурдсан
ёсоор J = 0 гишүүн 1 хувьсагчтай, J = 1 гишүүн
3 үл хамаарах хувьсагчтай, J = 2 гишүүн 5 үл
хамаарах хувьсагчтай байна. Нийт үл хамаарах
хувьсагчийн тоо нь 1+3+5 = 9 болох бөгөөд энэ нь
чухамдаа хоёрдугаар эрэмбийн тензор 32 = 9 үл
хамаарах хувьсагчтай байх шаардлагатай нийцэж
байна. Гуравдугаар эрэмбийн тензорын хувьд за-
даргаа нь (50) дугаар томъёо ёсоор [7, 32]

Tλ1λ2λ3
(3) = T

(1,0)
λ1λ2λ3

+ T
(1,1)
λ1λ2λ3

+ T
(2,1)
λ1λ2λ3

+ T
(3,1)
λ1λ2λ3

+ T
(1,2)
λ1λ2λ3

+ T
(2,2)
λ1λ2λ3

+ T
(1,3)
λ1λ2λ3

(54)

гэж бичигдэх бөгөөд задаргааны гишүүдийг хавс-
ралт D - д үзүүлэв. Үл хамаарах хувьсагчийн тоог
тооцоолбол

1 + 3(2× 1 + 1) + 2(2× 2 + 1) + (2× 3 + 1)

= 1 + 9 + 10 + 7 = 27 (55)

болох бөгөөд гуравдугаар эрэмбийн тензорын
хувьсагчийн тоо 33 байхтай тохирч байна. Дөрөв-
дүгээр эрэмбийн тензорыг үл эмхэтгэгдэх тензо-
роор задлах задаргааг эх сурвалж [33] - аас үзэж
болно.

Үл эмхэтгэгдэх тензор задаргааны нэг чухал ча-
нар бол ялгаатай J дугаар бүхий үл эмхэтгэгдэх
тензорууд хоорондоо ортогонал байдаг. Өөрөөр
хэлбэл ижил эрэмбийн үл эмхэтгэгдэх T

(τ,J)
λ1...λn

ба

T̄
(τ ′,J′)
λ1...λn

тензоруудын үржвэр T (τ,J)
λ1...λn

T̄
(τ ′,J′)
λ1...λn

нь J ̸=
J ′ тохиолдолд тэгтэй тэнцүү байдаг. Тэгвэл үү-
нийг ашиглан n эрэмбийн тензорын эргэлтийн

3 Тензорыг үл эмхэтгэгдэх тензороор задалж бичих аргыг
үзэхийг хүсвэл эх сурвалж [30, 31] - ыг үзнэ үү.

инвариантыг тодорхойлж болно. Жишээлбэл хо-
ёрдугаар эрэмбийн Tλ1λ2

ба T̄λ3λ4
тензоруудын

хувьд

Tλ1λ2 T̄λ1λ2

= (T
(1,0)
λ1λ2

+ T
(1,1)
λ1λ2

+ T
(1,2)
λ1λ2

)(T̄
(1,0)
λ1λ2

+ T̄
(1,1)
λ1λ2

+ T̄
(1,2)
λ1λ2

)

= T
(1,0)
λ1λ2

T̄
(1,0)
λ1λ2

+ T
(1,1)
λ1λ2

T̄
(1,1)
λ1λ2

+ T
(1,2)
λ1λ2

T̄
(1,2)
λ1λ2

(56)

гэсэн скаляр тодорхойлж болно. Скаляр тоо нь
эргэлтэд өөрчлөгдөхгүй тул дээрх илэрхийллийн
баруун гар талын гурван гишүүн нь тус бүрдээ эр-
гэлтэд өөрчлөгдөхгүй тогтмол байна. Энэ гурван
эргэлтийн инвариантыг анх Плакзек аяндаа цац-
рах Раманы сарнилыг судлах явцдаа туйлшралын
тензор αλ1λ2

- ын хувьд тодорхойлсон [5]. Үүний
ил хэлбэр нь дурын Tλ1λ2

ба T̄λ3λ4
тензоруудын

хувьд

G (0) = T
(1,0)
λ1λ2

T̄
(1,0)
λ1λ2

=
1

3
Tλ1λ1 T̄λ2λ2 ,

G (1) = T
(1,1)
λ1λ2

T̄
(1,1)
λ1λ2

=
2

9
(Tλ1λ2 T̄λ1λ2 − Tλ1λ2 T̄λ2λ1),

G (2) = T
(1,2)
λ1λ2

T̄
(1,2)
λ1λ2

=
1

2
(Tλ1λ2 T̄λ1λ2 + Tλ1λ2 T̄λ2λ1)

− 1

3
Tλ1λ1

T̄λ2λ2
(57)

гэж тодорхойлогддог. Эндээс ажиглавал Tλ1λ2
ба

T̄λ3λ4
тензоруудын аль нэгнийх нь диагоналийн

элементүүдийн нийлбэр нь тэг байвал (Tr(T ) = 0
эсвэл Tr(T̄ ) = 0) Плакзекийн эргэлтийн инва-
риант G (0) = 0 байна. Харин Tλ1λ2

ба T̄λ3λ4
тензо-

руудын аль нэг нь тэгш хэмтэй бол (Tλ1λ2
= Tλ2λ1

эсвэл T̄λ1λ2
= T̄λ2λ1

) G (1) = 0, эсрэг тэгш хэм-
тэй бол (Tλ1λ2

= −Tλ2λ1
эсвэл T̄λ1λ2

= −T̄λ2λ1
)

G (2) = 0 байна. Тэгэхлээр тензорын тэгш хэмээс
шалтгаалан зарим эргэлтийн инвариант тэгтэй
тэнцдэг учир онолын тооцоог ихээхэн хялбарчил-
даг юм.

Энд нэг ажиглагдсан зүйл бол эргэлтийн бү-
лэг SO(3) - ийн үл эмхэтгэгдэх төлөөллийг ашиг-
лан дурын n эрэмбийн тензорын хувьд эргэлтийн
инвариантын тоог тун хялбархан тогтоож байна.
Жишээлбэл дөрөвдүгээр эрэмбийн тензор нь хо-
ёр хоёрдугаар эрэмбийн тензорын тензор үржвэр
хэлбэртэй бичигдэж болох тул (49) дүгээр томъёо
ёсоор эргэлтийн инвариантын тоо нь 12+12+12 =
3 байна. Мөн тавдугаар эрэмбийн тензорын хувьд
(49), (50) дугаар томъёонуудыг ашиглавал эргэл-
тийн инвариантын тоо 12 + 1 · 3 + 1 · 2 = 6 байна.
Харин зургадугаар эрэмбийн тензорын хувьд (50)
дугаар томъёо ёсоор эргэлтийн инвариантын тоо
12+32+22+12 = 15 байна. Цаашилбал эргэлтийн
инвариантын тоо нь үл хамаарах изотроп тензо-
рын тоо Q(n) - тэй тэнцүү байхыг хялбархан харж
болно. Тухайлбал хүснэгт 2 - оос үзвэл Q(4) = 3,
Q(5) = 6, Q(6) = 15 байх нь дээр тооцоолсон үр
дүнтэй тохирч байна. Наймдугаар эрэмбийн эр-
гэлтийн инвариантын тоог хэрхэн бодохыг хавс-
ралт C - д үзүүлэв.
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Одоо аяндаа цацрах Раманы сарнилын томъёо
(3) - д буй ⟨αxxα∗

xx⟩ дундаж утгыг Плакзекийн
инвариантаар илэрхийлж бичье. Томъёо (5), (41)
ёсоор

⟨αxxα∗
xx⟩ =

1

30

δxxδxxδxxδxx
δxxδxx


T  4 −1 −1

−1 4 −1

−1 −1 4


δλ1λ2

δλ3λ4

δλ1λ3δλ2λ4

δλ1λ4
δλ2λ3

αλ1λ2
α∗
λ3λ4

=
1

15

(
αλ1λ1

α∗
λ2λ2

+ αλ1λ2
α∗
λ1λ2

+ αλ1λ2
α∗
λ2λ1

)
(58)

болох бөгөөд (57) дугаар томъёонд Tλ1λ2 = αλ1λ2 ,
T̄λ1λ2 = α∗

λ1λ2
гэж орлуулбал дундаж утга

⟨αxxα∗
xx⟩ =

1

15

(
5G (0) + 2G (2)

)
(59)

гэж бичигдэнэ. Орчин үед аяндаа цацрах Рама-
ны сарнилын онолд Плакзекийн инвариантийн
оронд дундаж туйлшрал a2 = G (0)/3, антисим-
метр анизотроп δ2 = 3G (1)/2, симметр анизот-
роп γ2 = 3G (2)/2 гэсэн инвариантуудыг ихэвчлэн
ашигладаг. Тэгвэл

⟨αxxα∗
xx⟩ =

45a2 + 4γ2

45
(60)

гэж илэрхийлэгддэг. Энэхүү дундаж утга
⟨αxxα∗

xx⟩ - ийг аяндаа цацрах Раманы сарнилын
онолд хэрхэн ашиглаж буйг эх сурвалж [5] - аас
(томъёо 5.5.22) үзэж болно.

VII. Дүгнэлт

Энэхүү өгүүлэлд тензор хэмжигдэхүүний гур-
ван хэмжээст огторгуй дахь дундаж утга бо-
дох нэгдүгээрт: тооллын системийн нэгж векто-
руудын ортогональ нормчлогдсон шинж чанарыг
мөн эдгээр нэгж векторуудаас зохиогдсон адилт-
галуудыг хэрэглэх; хоёрдугаарт: Эйлерийн өнц-
гийн тусламжтайгаар шууд интегралчлах; гурав-
дугаарт: тэгш хэмийн онол ашиглан үл хамаа-
рах изотроп тензоруудыг сонгож тэдгээрийн шу-
гаман нийлбэрт бичих зэрэг аргуудыг дэлгэрэн-
гүй тайлбарлаж, жишээ болгож аяндаа цацрах
Раманы сарнилын онолд тааралдах дөрөвдүгээр
эрэмбийн αi1i2αi3i4 тензорын αxxα

∗
xx элементийн

дундаж утгыг бодлоо. Түүнчлэн эргэлтийн ин-
вариантын онолын үндэслэлийг тайлбарлаж өнц-
гийн моментын онолтой холбогдох сэжимийг аль
болох энгийн байдлаар орууллаа. Энэхүү гарын
авлага нь оптикийн спектроскопийн салбарт өр-
гөн хэрэглэгддэг тензорын дундаж утга, түүнийг

бодох аргыг ойлгоход судлаач оюутнуудад үнэтэй
хэрэглэгдэхүүн болно гэж гүнээ итгэж байна.

Талархал

МУИС-ын дотоод санхүүжилттэй P2022-4375
төслийн хүрээнд энэхүү ажлыг гүйцэтгэв.

Хавсралт A: Эйлерийн өнцгүүд

Лабораторийн тооллын системтэй харьцангуй
хатуу биетийн гурван хэмжээст огторгуй дахь
чиглэлийг гурван параметр бүрэн тодорхойлдог.
Зарчмын хувьд энэ параметрүүдийг маш олон ян-
заар сонгож болно. Физикт ялангуяа хэрэглээ-
ний механикт Эйлерийн гурван өнцгөөр хатуу
биетийн гурван хэмжээст огторгуй дахь чиглэ-
лийг тодорхойлдог. Учир нь хатуу биетийн огтор-
гуй дахь дурын чиглэлийг өгөгдсөн гурван ялгаа-
тай тэнхлэгийг тойруулан эргүүлсэн гурван да-
раалсан эргүүлэлтийн өнцгөөр илэрхийлж болно.
Өгөгдсөн тэнхлэгүүдийн олон боломжоос шалт-
гаалан маш олон сонголт байдаг. Бид энэ өгүүл-
лэгтээ Z-X-Z гэсэн хувилбарыг сонголоо. Энд
X,Y, Z нь хатуу биед бэхлэгдсэн тооллын систе-
мийн гурван ортогонал тэнхлэг. Эйлерийн гурван
өнцгөө ϕ, θ, ψ гэж тэмдэглэе. Тэгвэл зураг 2 - т
үзүүлсэн ёсоор дараах гурван эргэлтээр Эйлерийн
гурван өнцөг тодорхойлогдоно [11].

1. хатуу биед бэхлэгдсэн Z тэнхлэг тойруулан
ϕ өнцгөөр эргүүлэх эргүүлэлт (зураг 2А),

2. хатуу биед бэхлэгдсэн X тэнхлэг тойруулан
θ өнцгөөр эргүүлэх эргүүлэлт (зураг 2Б),

3. хатуу биед бэхлэгдсэн Z тэнхлэг тойруулан
ψ өнцгөөр эргүүлэх эргүүлэлт (зураг 2В).

Эдгээр эргэлтүүдэд харгалзах эргүүлэлтийн мат-
риц
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Зураг 2: Эйлерийн өнцгийн Z-X-Z гэсэн хувилбарын дараалсан гурван эргүүлэлт.

Rϕ =

 cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 , Rθ =

1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ

 , Rψ =

 cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1

 (A1)

гэж тодорхойлогдоно. Энэ эргүүлэлтийн матри-
цуудын үржвэр нь чиглэл тодорхойлох косинус
функцтэй l = RψRθRϕ хэлбэртэйгээр холбогдох
бөгөөд үүний ил хэлбэр нь тэгшитгэл (17) болно.

Хавсралт B: Юнгийн хүснэгт

Юнгийн хүснэгт нь төлөөллийн онол4, геометр,
алгебрт хэрэглэгддэг чухал дүрслэл юм. Үүнийг
тайлбарлахын өмнө эхлээд Юнгийн диаграмыг
тодорхойлъё. Юнгийн диаграм гэдэг нь дараах
нөхцөлийг хангах шоо дөрвөлжин нүдний цуг-
луулга юм. Үүнд

1. Дөрвөлжин нүднүүдийг урдаас хойш мөр
болгон зэрэгцүүлж өрнө. Өрөхдөө мөрүү-
дийн эхний нүдийг багана болгон тэгшилж
өрнө,

2. Доод мөрийн нүдний тоо дээд мөрийн нүд-
ний тооноос цөөн эсвэл тэнцүү байна.

Жишээлбэл гэсэн Юнгийн диагра-

мын эхний мөрөнд 5 нүд хоёрдугаар мөрөнд 3 нүд
гуравдугаар мөрөнд 1 нүд тус тус байна. Түүнч-
лэн Юнгийн диаграм нь ижил n тооны зүйлийг
дэд хэсгүүдэд бүлэглэх үйлдлийн зурган илэрхий-
лэл юм. Дээрх жишээн дээр үзүүлсэн Юнгийн
диаграм нь 9 ижил зүйлийг {5, 3, 1} болгон бү-
лэглэх үйлдлийг илэрхийлж байна.

4 Математикт өөрөөр дүрслэлийн онол гэх нь бий.

Харин Юнгийн хүснэгт нь дугаарлагдсан нүд
бүхий Юнгийн диаграм юм. Цааш нарийвчилбал
стандарт Юнгийн хүснэгт [34] нь урдаасаа хойш
мөн дээрээсээ доош үргэлж өсөж байхаар дугаар-
лагдсан Юнгийн диаграм юм. Жишээлбэл

1 2 5 7 8
3 6 9
4

1 3 4 5 6
2 7 8
9

гэх мэт.

Хавсралт C: Үл хамаарах изотроп тензорын
ба эргэлтийн инвариантын тоо

Өгөгдсөн λ Юнгийн диаграмд харгалзах стан-
дарт Юнгийн хүснэгтийн тоог

Fλ =
n!∏

i,j hλ(i, j)
(C1)

гэсэн Гукийн томъёогоор боддог. Үүнд n нь Юн-
гийн диаграмын нийт нүдний тоо, hλ(i, j) нь (i, j)
дүгээр нүдийг өөрийг нь оролцуулан түүнээс доош
ба баруун талд орших нүднүүдийн нийлбэр тоо
юм. Энэ hλ(i, j) тоог Гукийн тоо гэдэг. Жишээл-

бэл Юнгийн диаграм - ний нүднүүдэд

харгалзах Гукийн тоог байрлуулбал
7 4 3 2 1
2
1

болох бөгөөд Гукийн томъёо (C1) - ийг ашиглавал
7!/(7·4·3·2·1·2·1) = 15 болно. Удаах Юнгийн диа-

грам - н хувьд 7!/(5·3·2·4·2·1·1) = 21 бол-

но. Тиймээс долдугаар эрэмбийн тензорын хувьд
нийтдээ 15 + 21 = 36 ширхэг стандарт Юнгийн
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хүснэгтэд харгалзах бие биенээсээ үл хамаарах 36
изотроп тензор байна.

Түүнчлэн үл хамаарах изотроп тензорын тоо
Q(n) эргэлтийн инвариантын тоотой тэнцүү бай-
хыг VI дугаар хэсэгт дурдсан ба эргэлтийн ин-
вариантын тоог өнцгийн моментын онол ашиглан
хялбархан тооцоолж болно. Жишээ болгож хоёр
ширхэг дөрөвдүгээр эрэмбийн тензор үржвэр хэл-
бэртэй наймдугаар эрэмбийн тензор авъя. J = 2,
J ′ = 2 хоёр өнцгийн моментын нийлбэрийг үл эм-
хэтгэгдэх төлөөллийн шууд нийлбэрт бичвэл

(D(0) ⊕D(1) ⊕D(2))⊗ (D(0) ⊕D(1) ⊕D(2))

= 3D(0) ⊕ 6D(1) ⊕ 6D(2) ⊕ 3D(3) ⊕D(4)

(C2)

болно. Мөхөлтийн тооны квадратуудын нийлбэр
32 + 62 + 62 + 32 + 12 = 91 учир эргэлтийн инва-
риантын тоо 91 байна. Энэ тоо мөн Гукийн томъ-
ёогоор бодсон үл хамаарах изотроп тензорын тоо
Q(8) = 91 - тэй тохирч байна.

Хавсралт D: Гуравдугаар эрэмбийн үл
эмхэтгэгдэх тензор

Гуравдугаар эрэмбийн үл эмхэтгэгдэх тензорыг
доор үзүүлэв.

T
(1,0)
λ1λ2λ3

=
1

6
ϵλ1λ2λ3ϵλ4λ5λ6Tλ4λ5λ6 ,

T
(1,1)
λ1λ2λ3

=
1

10
δλ1λ2 (4Tλ4λ4λ3 − Tλ4λ3λ4 − Tλ3λ4λ4) ,

T
(2,1)
λ1λ2λ3

=
1

10
δλ1λ3

(−Tλ4λ4λ2
+ 4Tλ4λ2λ4

− Tλ2λ4λ4
) ,

T
(3,1)
λ1λ2λ3

=
1

10
δλ2λ3

(−Tλ4λ4λ1
− Tλ4λ1λ4

+ 4Tλ1λ4λ4
) ,

T
(1,2)
λ1λ2λ3

=
1

6
ϵλ1λ2λ4

(2ϵλ5λ6λ4
Tλ5λ6λ3

+ 2ϵλ5λ6λ3
Tλ5λ6λ4

+ ϵλ5λ6λ4
Tλ3λ5λ6

+ ϵλ5λ6λ3
Tλ4λ5λ6

− 2δλ3λ4
ϵλ5λ6λ7

Tλ5λ6λ7
) ,

T
(2,2)
λ1λ2λ3

=
1

6
ϵλ2λ3λ4

(2ϵλ5λ6λ4
Tλ1λ5λ6

+ 2ϵλ5λ6λ1
Tλ4λ5λ6

+ ϵλ5λ6λ4
Tλ5λ6λ1

+ ϵλ5λ6λ1
Tλ5λ6λ1

− 2δλ1λ4
ϵλ5λ6λ7

Tλ5λ6λ7
) ,

T
(1,3)
λ1λ2λ3

=
1

6
(Tλ1λ2λ3

+ Tλ1λ3λ2
+ Tλ2λ1λ3

+ Tλ2λ3λ1
+ Tλ3λ1λ2

+ Tλ3λ2λ1
)

− 1

15
[δλ1λ2(Tλ4λ4λ3 + Tλ4λ3λ4 + Tλ3λ4λ4) + δλ1λ3(Tλ4λ4λ2 + Tλ4λ2λ4 + Tλ2λ4λ4)

+ δλ2λ3
(Tλ4λ4λ1

+ Tλ4λ1λ4
+ Tλ1λ4λ4

)] . (D1)
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