I'eopuzuxmiin TooH 3arsapuiaJ. I. TercreJser siaraBpbiH apraja CyypuJicaH

HAXMJITaaH COPOH30H MHAYKUUIH TATMUTIIMKAH 2-D rapraJraa.
J.Barmarnaii®”

a — LIIYA-uiin O0on opon 2eopusukutin xyp3313H, COpOH30H CYONaIbIH carbap

XYPAAHI'YHA

leodmsnknitH maxuiraaH COPOH30H WHAYKUIWHH apra Hb J[nxwifH mapimac OONOH MaHTHIH
[AaXWITaaH MaMKyyJax 4aBapbliH TOTTIHIT CyIiaX (HU3MK TOXOPXOWIONT FOM. DHAXYY CylalraaH
X0€p XOMXKIICT LAXWITaaH COPOH30H OPHBI TOOH 3arBapujialiblH YHJICOH TATMIUTIAIYYAUNUT
MakcBeUIMMH TOTIIUTIBI33C Tapral aB4, THAMIIPUNT TOrCresier suIraBpblH aprblH XYPAIS3HI
ToMbEOIIT00. [eodu3MKMiH Ccymanraanj X pIIATAIAT JAaBTAMMKHIH MYKUJ TOXHPOMIKTOM
KBa3UCTATUK JOXOJTHUUI allWIVIaH JaBTaMXHHH MY JaXb XOCOJCOH IaXWIraaH COPOH30H
CHUCTEMUIT 3arBapumicaH. Xo€p XaMKIICT JPIXUH 3arBaphIl’ aB4 Y3CHHIIP OOMIIOTHIT XOHIIOH
maxuiraad OOJIOH XOHIUIOH COPOH30H TOPHMYYIAA 3aJJIaH, TyC OYpHHT cKaisip [ expMrombiuita
XIMOIPHUIMH TATIIUTTANRAP WIBPXUAIIB. D33P TATIUTIANHAT OYTAIIIATACIH TOPOH A3D TOBUNH
Torcrojior AJraBpblH CXEMI3p JAUCKPECTUYUIDK, TOOH XOPIIKWITI TOXHpOM)I{TOI\;I aryramMaH
anreOpuifH TATMIMTIMANAH CHCTEM OONTOH XyBHpraB. WHHXYY OONOBCpyyiacaH TOMBEOION Hb
aXWiraaH COPOH30H Xapuy YWIANUHH UIyyJ 3arBapwiall, SUIaHrysa MarHeTOTeJUTYpPUKUNH
XIPOMIPOH 30pHUYJICAaH OHOJBIH CYypHUUr Oypayy/pk OaiiHa. DHAXYY aXWI Hb IAallfblH TOOH
XIPATKUIT, TOPOH OalTyymamMKWitH OHOBWION, MOH HHUJIMAJ TeOo-NaXWiraan OYTAITIH OpYHEI
YPBYY OOUTOTHIH XYP33T XOTXKYYIIX YHIIC OOJIHO.

Tyaxyyp yre: Haxwiraan copoH30H HHAYKL, Maraeroremnypuk, Tercrener suiraBpeliH apra, 2-D

uryyn 0010r0.

I. YAUPTTAJL

[{axunraan COpOH30H UHAYKIIMHH TOOH 3arBap4iiaj
Hb ra3pblH I'YHUH [IAXWITaaH JaMKyyJax yaJBapblH
TapXalITBHIT TOAOPXOWIOX TeODU3NKUIH YHICOH
apra 3yitH Har oM. Marnerotemtypuk (MT) apra vp

IPHAIT OOJOH COPOH30H MAaHAJIAac  YYCax
OaifraniiH IaXwiraaH COPOH30H OPHBIT AIIUTIIAH
ra3pbiH TYHUHA reouaxuiIraal OyTIHiir

TOJIOPXOUIIOT OOree/ AllUTT MAITMAJIBIH XauTryyJ,
ra3pblH TOC, T€OTEPMANIb CHCTEM, TEKTOHUK OYTOII,
ra3pbiH HapIIachblH cynajraaH epreH
xopandrer [1-6]. MT erermnuith Taitnan Hb
30BXOH XOMXKHJIT, €rerjen 00JOBCpyynax OOJOH

WHBEpPCUWH  alNropuTMaac TrajJHa  LaXwWiraad
COPOH30H  OpHBI  (UBMK  YHIDC,  YHJCOH
TATIIUTIANYY, TOOH AUCKPETYIAI OOJIOH IUHHIH
TOTTBOPTOM OalaBIr 36B  OWITOX00C MIYY.
Xamaapjar.

MakcBeJUTUMH ~ TATIIUTIANZP  TOJOPXOMUIIOTI0X

[[axXWIraad COPOH30H OPHBI TapXalIThIH 0OJIOTO Hb
0OANUT TEOJIOTHIH OpYMHA AaHAJUTUK LIMAATYH
Oaitmar. Yuup Hb IPIXAN Hb AXWITAaH TaMKyyIax
yaJBapblH XYYT3M OPOH 3ailH ©epwIenT, HUMIMAI
reOMeTp, TafaprblH pelibed 33p3T OJOH XY4YHH
3ydnmidr aryynpar. WiMpac maxmiraaH OoJIOH
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COPOH30H  OpHBI  TapXaJTBHII  TOOILOOJOX]I00
TercreJjer suIraBpblH apra, Tercrejier 3JIeMEHTHHH
apra, WHTErpajl TITIIWTIIMIH apra 33p3r TOOH
apryyapIl epreH xaparmmar [7-12]. Daraspaac
tercrener suraBpeiH apra (TSA) v MareMaTHK
TOMBEOJIOI SHTUUH, aITOPUTMBIH OyTa1
OIJITOMXKTOM,  IporpaMMwiaxajy  XapbLAHTyH
Xsu10ap Tyn XO€p X3MXKIICT LaxXWIraaH COPOH30H
3arBapwiaIblH Cyypb alIrOPUTM OOJIOBCpyYyiaxasn
epreH amurnarajar [9—-12].

Cyynuiie xunyyma MT-uiiH uryyn 00loH ypBYyYy
0oJUIoroal 30pUYJICAH OJIOH TOOHBI IPOrPaMMm
XaHTaMX XOTKCOH 0ereej TAATIPUNH MXIHX Hb
OHJIep HapuiiBwiIanTai TOOLIOOJION XUHX
GomomokToi 6051coH [ 13—18]. I'acan Xoamit 1 5ar39p
MPOTPaMMBIH MX3HX Hb X3PATJIATYHMAH TYBIIMH]
0313H Xx3parcan Oaiimnmaap amuriarggar Oeree

YHACOH TOTTIHUTIIII, JUCKPETYIIDII, MaTpuIil
Oaliryymax, IyramMad CHCTEM IIUHIABIPINX 33PAT
YHACOH  QITOPUTMYYIBIT  ©6pwiex  OOJIIOMK

xs13raapiaraman oanar. Heree tamaac H33mTTa# 39X
YYCryyp Oyxwii 3apuM  KOAyyl Hb ©HAep
TYUIPTIAATIH  TOOLOOJUIBIH  OPYMH, Mapaieib
0ONOBCpYyNanNT WIaapagar TyJa Cyprair, cyypb
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cyJanraa OOJOH WIMHD AITOPHTM XOIXKYYJIXd]
IIyy/ aliuriiaxan XyYHApATai Oaiimar [13-18].

Witmasc maxuiraan cOpoH30H OpHBI (PU3MK YHAAC,
TOrCTeNior SUTaBPbIH AMCKPETWIdN OOJOH TOOH
MUARHAE  OYTIIUHT  CHCTeMTIH  TaiimOapiacaH
CYyph 3arBapwialblH Xyp33 OOJOBCpyyJlax Hb
OHOJIBIH OOJIOH MPAaKTUKUKH a4 xoaboraonroii [ 19-
22]. Snmanrysa cymraadun YHICIH TATIIUTIAIIIC
9XJIPH AITOPUTMBIH XIP3DKMWIT XYPTAIX OyXx ye
IIATBIT OWJIT0XK, LAaalluj, ©epUKH X3PIATLIIHI
HUMLYYJIOH epreTrex 0O0JIoMKToW 0alX Hb IIMHD
apra OoJIOBCpyyiax OOJIOH MHBEPCHUHH aJTrOpUTM
XOIKYYJIDX3 4yXal Cyyphb OOJAOT.

OHA3XYY OrYYJUIMHH 30pWITO Hb XOEP X3MIKIICT
MT-nitH uryyn OOUIOTBIH OHOJBIH YHIAIC OOJIOH

TOICTOJIOr  SUITaBPbIH ~ aprblH  TOMBEOJUIBIT
CUCTeMTOIUI?3p Tainbapnax, [lutoH x3m m9p
XIPIUKYYPX  OOJOMXKTOW Cyyph  alrOPUTMBIT
OoJ0BCpyyaxan OpILUHO. Yyuuit  Tyng
MakcBemuiiH — Tormutmiae TE  G6omon  TM
TYyHIIIPAbID TOAOPXOMIOX YHJICOH
TOTMUTTUIYYAMWT — raprad  aB4,  TOAIIIPUNAT
TOrCreser sANraBpelH  apraap JAHUCKPETYMIDH
KOMIUIGKC CHMp3r IMIyraMaH CHUCTeM OOJIoH

XyBUprax apruir TainbapiaB. MeH TOOIOOUIIBIH
TOPOH OairyymamX, 3axblH HOXIOJN, CHCTeM
muiaBIpmx  apra  Oomon  MT  pecnonc
(YHKIYYAMHAT TOOLOOJIOX YHJICOH aJITOPUTMBIT
OO0JIOBCpYyJIaX AITOPHTMYYIIBIT XOIKYYJDX YHIAC
CYypb OOJTHO.

Omoxyy axun Hb MT 3arBapwianslH  OHOI,
Tercrejer sUIraBpblH aprbil HIITI3H TalnOapiax,
Cyprayt, cyjnairaa OOJIOH LAallAbIH I[POrpaMM
XODXKYYJDITY  aluriax  OOJOMXKTOW  Cyypb
X3P3DKUITHIT OONOBCpyyiaxaj, YUIIICIH OOJHO.
Bonosepyyixk Oy [Tutonn cyypuiican PyMT tools
OarmplH XypasHA SHAXYY 2-D myya 6oonTeiH
MOIyJb Hb LAXWITaaH COPOH30H OpPHBI TOOH
3arBapujiaj, CHHTETHK TYpPILIWIT, TOPOH 3arBapblH
YHAIIT33 OOJIOH IaalifblH MHBEPCUHH alropuT™M
XODKYYIRX CYypb X3CAT OOIHO.

OryymmitH OyTon napaax Oadimanraid. II Oymarr
LAXWIraaH COPOH30H HMHIYKIHUIH OHOJBIH YHAIC
605100 x0€p xaMX¥33cT TE, TM ropumbIH yanpaax
TOrmuTranyyauir raprae. Il Oymarr Tercremer
SIITaBPbIH IUCKPETWIdJ, 3aXblH HOXIeN OO0JOH
[IyramMaH CUCTEMUHH TOMBEOIUTBIT TainOapnas. [V
oysart PyMT tools Oarman xaparkyyisx [Iutons
CYyypWICaH aJITOPUTMBIH €peHxuil OyTd1, TOp
yycrax, matpul Oaiiryymax G6omoH MT pecnonc
TOOLIO0JIOX AIXMYYIBII TaHWILYyydaB. V OyJdIT
HOIPH TOpIUMH Xarac OpOH 3allH CHHTETHK

TypUIWITaap ajlrOpUTMbIH 36B a)kujijaraa, TOPOH
OyTuuitH Hemeer mianraB. O1dcT Hb VI Oymart
YHJICOH JYTHAIT OOJOH IIAalIbIH  XOIKYYJI3X
YHUTJIDJIMUAT HATTIDH X3J2JIIIB.

I1. OHOJIBIH YHAQC

A. ®u3UK YHI3C

MT apra Hb APIXUAH OaWraduitH IaXwiraaH
COPOH30H OpHBI X3JI0PN3IMUT aIlIWINaH Tra3pblH
T'YHUH [axXWiraad AaMxyysaax 4aJBapblH TapXaJThIl
TOAOPXOiNoX reopu3nukuiiH apra oM [ 1-4]. DHaxyy
aprblH YHA3C Hb IaXWIraaH COPOH30H MHAYKLUUHH
Y32r1911 6eree] ar XyraaaHbl XyBbJ €6pWIOTIOK
Oyl maxwiaraaH COPOH30H OpOH LAXWraaH
JaMKyyJnard OpYMHTOM XapWilaH YHITYUIICHIIP
ra3pblH T'YHA XOEpIOord Haxwiraal TYHIN YYCIor
OHd Hb MT -uiiH YHACOH QU3MK Y33TII IOM.

MT cynanaraana ammmiargaXx aHxJard LHAXWiIraaH
COPOH30H OPOH Hb HMX3BWISH IPHAIT 62 COPOH30H
MaHJal Jaxb TYWUIMHH CHCTEMYYAI3C YYC3X
Gereen sar»p Hp 107*-10* 'y opumbin epren
JIABTAMXKUWH MYXKUA Xd3m031313r [2,4]. AHxnmard
OpHbl HOJeereep MOIXUUH JOTOp HWHAYKLUIH
TYHASI YYC®K, DBHAXYY TYHIdA Hb XOEpAord
COpOH30H OpHBIT OuWii OONroH ramapra JP3p
X3MXKHIIPX HUHT Laxwiraad OOJOH COPOH30H
opHBIT Oypayynuar [2,3]. Uitmanc MT apreia mryyn
OONJIOTBIH  30pWITO Hb OreIJICOH IaxHiraa
JAaMXKyyIax YaJIBapbIH 3arBapbIH XYBBJ]
MakcBeJIMIH ~ TATHMIMTIYIMAT  OOfOXK, rajapra
JIpX Uaxuiaraad OOJIOH COPOH30H  OpPHBIT
TOAOPXOMIIOX SIBAAT IOM.

Haxunraan mamkyymnard OpYdH Aaxb WHAYKIUAH
TYHUIHIAH HATTpanslr OMBIH XyynHap

J = oE (1)

'YK WIBPXUIITHA. DHJ 0 — Hb OpYHBI [IaXWJIraaH
mamvokyymnax uwansap (C/Mm), J — Hp Naxuiraa
ryiiammitn marr (A/m?), E — Hb Laxwiraas OpHbI
xyumantuitn Bektop (B/m). Tarmmurran (1)-33¢
xXapaxaJl UaxwiraaH OpHBI YHIWIIIZP YYCIX
VHIAYKUUHAH TYWUIMIAH X3MXK33 Hb TyXalH OPYHBI
[axwiraaH JaMXKyyiax 4ajiBapaac Iyys XamaapHa.
Jamkyynax dajgsap eHmep OYCYyAdI HIYY XY4Toi
WHAYKIAWH TYWIPI yycnader Oereen sH® HE MT
XIMKHIITHIH YHICOH M3IIIILTUUT OY Py YILIoT.

b. MakcBe/LIMHH TATHIUTIAJ 0a KBa3HCTATHK
JIOXOJIT
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MT apreiH MaTeMaTHK 3arBapwial Hb IaXWIraaH
COPOH30H OpHBII TOAOPXOMIOX MaKCBEIIUNH
TATMIUTTANYYAUNH raprairaaj Cyypuiaar.
Hudbdepennman  X3m03p33p SAr2pUAT  mgapaax
Oalignmaap wmdpXuinHd [6,22]:

VXE = 0B 2
VXH= +aD 3
V-B=0, (4)
V-D=p, (5)

sup E — Hp naxwiraad opHsl Xy4aai (B/M), H — Hb
COpPOH30H OpHBI XYuadn (A/M), B — Hb COpPOH30H
ypcraneis  HArT (T), D — HB axuiaraaH
MLKIUITHIE Bektop (C/M?), , p — Hb laXWiraan
mmoruits Barr (C/mM3 acean Q- M)-mir Tyc Tyc

WDpxuitnHd.  W3oTpom,  myramMaH =~ OpYHMHA
MaTrepHabiH XaMaapIIbIT

B =puH, D = ¢E, (6)
r»k Owumx Oereesl »SHA [ —Hb COPOH30H

HIBTPYYRX daaeap (H/M), & —Hp nudmekTpux
HABTPYY/I3X yaasap (P/m) 6omHo.

leodm3ukmitH maxwiraan COPOH30H CyJdairaaHIl
alurargax JaBTaMKUWH MYXKUJ JaMKyyJardbiH
TYHA]1 Hb IMWDKAITAWH TYHAJIIC X3 JaXUH UX
Oaiiar Ty

0 > we, @)
IPCOH KBAa3UCTAaTMK HOXIeJ XaHrarjgaHa [6,22].
Hiimaac Amnep—MakcBeinitH XyYIUIH
WWDKWITARH TYHIUTHAT VI TOOLOX,

VX H =] =0E, ®)
3K Xs10apuwpk  OoyiHO.  XyralaaHbl — XYBbJI
TapMOHHK X3J103113311

eiwt
K Y3BIJI
0 ©)
— > iw,
ot
Oonox Oeree;y MakcBeUTMIHH — TATIIUTIANYY
JABTAMKUHH MY>KH]
VXE = —iwuH, (10)
VX H = oE, (11)

X3J'I63pT IITHUJDKKWHD. 3,[[1"331) XOép TOTHIHUTIAI Hb
OHOXYY CyAaJiraaHbl YHACOH TIOTUTIIIYYA 661"69,[[

napaaruiiH xacart 2-D reonaxuiraad OpYHBIT aBY
y32H TE 6omon TM ropumsid ['enbsMroibi Topianiin
TATMUTIATYYAUNT TapraH aBHa.

B. 2-D
rOpUMYY/

reouaxuiaraan opuumH 0a TE/TM

DHAXYY CyJalraaHj TeoLaxuiraaH OpPYHBIT XOEp
xaMxk3cT  (2-D) T3k y39B. Oepeep X303
Haxuiraal JaMKyylaxX 4ajBap Hb 30BXOH XJBTID
(x) 6omon 60co0 (z) unndIA eepusernex Oereen
OYTLUMIH CyHalbIH JAaryyx (y) YUIII TOTTMOJ
Oaitra. Uitmn

— =0, (12)

T3CHH HOXUOJ XaHrarjaHa. JH? Hb T'€OJIOTUIH ypT
CyHanTail OyTdI, Tyxainban xarapai, ye AaBxapra
39PAIT OPreH XIPAMIAIIAAT OHPOILO0IoN Oereexn
TYpBaH XOMXKIICT OOMJOTBHIT XOEP XIMIKIICT
XAJMO3PT MIMIBKYYJICHIIP TOOLOOIIIBIT MAAATIXYHIT
xsutbapuryysaar [18,19].

WNitm  nexuenn MakcBeMIMAH — TATIIUTIAIYY
XOOPOHI00 YJI XaMmaapax Xo€p TyUIIIPAJIbIH TOPUM]T
3aJJ1arJaHa. OXHUMX Hb XOHIJIOH LAXWJITaaH

(Transverse Electric,c TE) topum 0Oereen
Haxwiraad OPHBI 30BXOH y-0aiiryymnary
XaJraaarnak,

E = (0,E,,0),

XapuH COPOH30H OPOH Hb
H = (H,,0,H,)

Oaiina. DHd TOXUOJIIOIL MaxkcBeniia
TACMUTIARAC JAapaaXx [enpMrojibLUiiH TePIHUH
TOTIIATTAJ TapHA.

V2E, + iwudE, = 0. (13)

Onn Ey, — Hb 1naxuiraad opHel y-0Oairyynard, w =
2nf —Hb OHIIWHH JaaBTamx (pan/c),

COpPOH30H HAIBTPYYJIIX YaJBap.

U — Hb

Xoép naxp Hb XOHMWIOH copoH30H (Transverse
Magnetic, TM) ropum Oereex 36BXeH COPOH30H
OpHBI y-0aiiryynard ynasx 6ereen

H = (0,H,,0),
HaxujraaH OpOH Hb

E = (E,,0,E,)
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Xam03pTaH OaiiHa. DHY ye YHIACOH TATMIUTIAI Hb
V<1VH)+' H,=0 14
~VHy ) + iwpH, = 0. (14)

Oun Hy, — Hb COPOH30H OpHBI Y-0aiiryynary 6eree
JaMKyysdax dYaJBapblH OpPOH 3aifiH ©epwienT Hb
mudepeHIuan onepaTopoop WIDPXUIIATIAIX Ty
TM ropuM Hbp LAaXWIraaH AAMXKyyldaX 4YaJBapblH
orioM  eepuientes TE  ropumooc — miyy
MOIPIMTIHH Oariar.

OHaxYY cymanraana 133px TE 6omorn TM ropumsia

yaupaax TATIUATTANYYAUNT MaxkcBennmuiun
TOTIIATTANAAC TapraH apd, JapaaruitH OyiorT
TOrCreyier SUITaBPBIH  apraap  JUCKPETUWINH

ryramas anreOphiH cucTeM OOJITOH XyBUPTaK TOOH
apraap HIMHIBIPIICIH OOJIHO.

I'. MT pecnonc ¢pyHKI

[a3pbiH ragapra A33p TOOLOOJOIJCOH IAaXMIraaH
0O0JIOH COpPOH30H OpHBI Oaiiryynarymaac MT-uitn

HMIIEIaHC TEH30PhIT Japaax Oaitnaap
TOIOPXOUITHO [2,4].
5= 7))
= , 15
[Ey Zyx  ZyyllHy (1

SHJ Z;j — Hb KOMIUIEKC MMIIEJAHCHIH 3JIEMEHTYY/]
Oereen maxwiaraaH 0a COPOH30H OpHBI Xaphbllaar
WBPXAWTHI. X0€p XIMKIICT OPUYMH]I JUArOHAIb
SeMEHTYYN (Zyx, Zyy) OHOIBIH XyBbJ TIITIH
oiiponiioo 0Oaiix 0Oon rTeomaxwiraaH OyTHHHAH
YHICOH MOIPAIUIMAT JAWAroHaib OyC SIIEMEHTYY.
00110X Zy,, OONIOH Z,, aryyiiar.

Nwmnienanc TeH30puiiH drieMeHT OYpa TeNeeuTHiH
3CIPTYYLdI Pg, Oouon daswir ¢;; napaax Oaknaap

TOIOPXOMIIHO.

| Z; 17
paij = /llz‘) ’ (16)
Im(Z)

b= () 0

3HI P, — Hb TOJOEIUTMHH 3Cpryyuda (Q-m), ¢ —
Hb wumnenancbin ¢asz (°), xapun Re(Z) 6omon
Im(Z) — Hp uMMenaHchiH OoaUT OOJOH XyypMmar
X3CTHUT TyC TyC WIPXUAIHA. Oarasp He MT
XOMIKWITHHH YHICOH PECIOHC (PYHKIYYD Oereen
reonaxwiraad OyTHMHH TYHUH  ©6pWIeNTHIT
TOJIOPXOMITOXO]T AIIUTIIAT/IIAT.

[{axunraan COpOH30H OPHBI H3BTPAX I'YHHWUI CKUH
TYH3p WIBPXUIIX 66eree

5= |—, (18)

I'»K Tomopxoinornono. CKHH TYH Hb LaxWiraa
COpPOH30H OpHBI Jajaifll aHXHbl yTrblHXaa 1/e
XYpTan Oyypax TYHHHT WISPXHUAIIX 6ereea eHAep
JaBTaM)X Hb Ta3pblH TaAaprblH OHpoimoox OyTal,
XapuH HaM JaBTaMX Hb WIYY TYHHH OYTIHHAT
cynax OOJOMXKHUT OJITOJIOT.

Nitaxyy MakcBeJTMiH TATIIUTIAI33C rapral aBcaH
TE 6onmorn TM TopuMBIH yaupAax TATIIATIAYYIH,
TOATIIPIIC  TOOIOOJIOTIOX HMITEAAHCHIH TEH30p
6omon MT pecnoHc QyHKIYyD HB 3HIXYY
CylanraaHbl TOOH 3arBap4jIaliblH OHOJIBIH YHJICHIT
OypayynHs. J[lapaaruitH OyJdIT 3Ar33p YHACSH
TATIIUTIANYYIUAT  Tercrejer suraBpblH —apraap
JUCKPETYWIDK, TOOH IIMHUIMIAH  alrOPUTMBIT
00J10BCpyYIICaH OOIHO.

III. TOrcroeJior sJI'ABPbIH API'AJ]
CYYPUWICAH 2-D MATHETOTEJUIYPUK
3ATBAPYJIAJI

Own»d oyiart 11 6ymart Togopxoiticon TE 6omon TM
ropumbiH TArmuTrnyyawidr (Tar.13 6a 14) TAA -
P [IUCKPETYWISH IUyramMaH aiureOpblH CHCTEM
0onroH XyBUprax apruIr Tainbapnas.
JucKkpeTwpianiiH apaa yyc3X KOMIUIEKC CHHpAr
MaTpHIa] TOXUPOX 3aXbIH HOXLOJI AIINUTIIaX, TOOH
apraap [IIMHABIPI3H Ta3pblH Trajapra Id9px
naxwiraal O0JIOH COPOH30H OPHBI OaWTyyJardibIr
TOOL00JIHO.

A. JInckpeT4,131 062 TOPOH OaliryyiaaMix

TE 60108 TM ropuMbIH YHIICOH TATIIUTTANYYI Hb
OOIUT TEOIOTUITH OPUUH]I aHAJUTUK IMUHATYH Ty
TOOTIOOJUTBIH MYXKHIT TUCKPET TOPOH OYT31] 0OITOH
xyBupraxx TSA-pIr X3parmmB. DHAXYY cyaanraasn
TOOLIOOJUIBIH MYXMMr 2-D X — z xaBrrailg Tarm
OHIIOIT TOPOOp XyBaaX, YA MOIIATA3X OpPHBI
Oaiiryynarquir TOPBIH 3aHTUIIaaH 93p
TOJIOPXOUJICOH. DHJI

x; = iAx, zj = JjAz,

0a Ax, Az — Hp X9BT?3 00JI0H 00COO YHMITIIHUIH
TOPBIH aTXaMyY/IbIT HIDPXHUAITHD.

TS A-bIH YHIICOH caHaa Hb TACPAITIYH yAaMKIIAJIBIT
TOB SUITaBPbIH CXEMA33p OWMPOII00 HIIPXUHUIIKIN
opurHO. Xo€payraap 3poMOUNH yaaMKIAITyyIbIr



52 O.bammaenai., I'eogusuxuiin moon 3azeéapunan: 2-D MT

2 — .. . .
0°u N ui+1_j Zuu + ul_l’]

0x2 Ax? ’

2
a2°u N ui,j+1 - Zui,j + ui,j_l
0z2 Az?2 ’

(20)

K OMPOJIIIO0 TOOIIOOJIHO.

Yynuii yp ayHn JlamnacelH omeparop Jaapaax
JUCKPET X3MI03PT MIMDKUHD.

Wit Uy — 20

VZu
Ax?
Uj i T U1 — 2U;
i,j+1 1,12 1 i,j (21)
Az
DHIXYy cXeM Hb Xoépayraap  3pdMOUNH

HapwiiBUIIaNTail 06Tree]l TOrTMOJ ajaxaMTail TOPOH
0aifryysamM>XuJ| TOrTBOPTOM IUNIAIT OTJer.

b. TE ropuMbIH AUCKPETWII

II  Oymerr rapran
Il'empmrompnmiitn - Tormutrn  (Tar
SUTTABPBIH CXEMA3P JUCKPETIHIIOAI

aBcan TE  ropumsia
13)-uiir TeB

Eiv1;+Ei1j—2E;;
Ax?
N Eiji1 +Eij1—2E;;
Az? ’

+i0.)‘LlO'i‘jEi’j =0 (22)

OOJIHO.

Ona E;j —Hb TyXallH TOpBIH 3aHTMJIAaH J1aXb
LaXWIITaaH OpHbI Y-Oaiiryynard, o;; — Hb TyXaiH
3aHTWIAaH], Xapraj3ax Haxuiraal JamKyyjaax
yanBap oM. Tormmtran (22)-00c Xapaxaj HIr
3aHTUJIAaH JaXb YJ M3IIBIIAX yTra Hb 16PBOH XOpLl
3aHTWIaaTaiiraa XojiOOr[IOX TyJd TaBaH LATHIH
JIUCKPET CXEM YYCTIHD.

Byx TOphIH 3aHTWIAaH7 3HIXYY TATHIMTIIUAT
ouacannii napaa TE ropumbra 60110T0

ATEE = b (23)
X3J09pHUIfH KOMIUIEKC CHHMPAT WIyraMaH CHCTEM
0OJIOH XyBHpHA.

B.TM ropuMBbIH JHCKPeTYII

TM ropuMBIH yaupAax TOTIIUTIAA axXUiraa
naMKyyinax vansap auddepeHIuans oneparopbiH

JOTOp  OpAOT Tyl  JUCKPETWINI  XUUXADI
MHTEep(EHCHITH JaMKyyllaX YaJBaphIr allluIIaHa.

X-YUTJIBJI A3X OoeparopbIir

2 (10t
dx\o Ox
Japaax TeB SUITaBPBIH CXEMI3p  OHPOIIIO0
WUIIDPXUNITHI.
1 (Hiprj —Hyj Hyj—Hioy (24)
Ax? .1, . 1.
l+§,j l—i,]

YYHT3H aaunl z-4dridig AUCKPETUYMIICHUM napaa
TM ropuMbIH YHJC3H TATILUATIAI

1 (Hiyrj —Hyj Hyj—Hioy
Ax? o, 1, o, 1,
L+§,] L—?J
1 (Hij+1—Hij Hij—Hij— .
Y J_ 2L H. . =0.
rved P + iwuH;j =0
l,]+3 l,j—z
(25)
OHA
204011 26)

o.1.=
Wl 0+ 0iy1j

Hb Xepll XO€p HYAHUM 3aar I23pX TapMOHUK
OyHOaX JIaMKyylnax dazsap Oereell MHTep(eEicC
J33p TYWUANUHH TacpalTryil HOXLeJIUWT XaHrajar.
TE ropumooc snraarai b TM  ropumbiH
K03(hGUIMEHTYY Hb OPYHBI AAMXKYYJIaX YaJBapblH
eepwienTeec IIyyl Xamaapax Tyl  ©eHJep
KOHTpacTTail OpUMH WYY M3APAIMTTUi Oaiiaar.

I'. 3axbIH HOXIIO

TAA-p TOOLOOMIBIH MYXHUUI Xs3raapiaraMai
XOMIKI3I39p COHIOAOT TYN 3aXbIH HOXLEIHUUT 36B
TOJOPXOWMJIOX Hb WIMWUIMAH YH3H 36B Oaiijgan
qyXajl HeJeeTdIH. 3aXblH HOXIIOJN Oypyy COHTOTIBOJ
XUIUMDIT OMIIT YYCIK, Maxuiraan OO0JOH COPOH30H
opHbl Tapxait, yimaap MT pecrioHc (QyHKIYYIdI
cucreMatuk  ammaa  Owid  OGommor.  Mitmaoac
TOOIOOJUTBIH MYXHHH Xaxyy OOJIOH J00J 3aXbIT
XaMruiiH Oara JaBTaM KW Xaprajizax CKUH TYH33C
X931 JaXWH UX 3aij OaiipiyyHa.
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OHAXYY CymairaaHja TOOLOOUIBIH Xwimir I-33p
TOMASIIOB.  3axblH  HOXLIONYYAUNT  epeHXHil
OaifTaap napaax x3a03p33p WIDPXUIIIK OOTHO.

JAupuxjerniiH HoX1eJI

u=uy X€T, 27

sun uwb TE rtopumn Ey,, TM ropuma H,-r
WIBPXUIIHA. Ug-UHT HAI3H TOPIUMHH Xarac OpOH
3alfH aHaNUTHK IIMWAJ 3CBAJ 3axaJl OpPHbI YHTpax
HOXI166C TOAOPXONITHO.

HeliMmaHbl HOXIIOT

du

5. =0 x€T, (28)
OHA N — Hb 3aXbIH I‘a}:[apI‘I)IH ragaral 4YurijInCoH
HOpPMaJIb BEKTOpP IOM. OHAXYY HOXULOJI Hb OPHBI
HOpMaJTh YWTIIIHIH ©0pWIeNT 0ara IT»K y39X yeo
XOPIIJdrasx 6OJ'IOBLI Haxujiraad COpPOH30H OpPHBL
00/JI0TO/T JaHTaap Hb XAP3IVI3X Hb XOBOP.

[IpakTUKT XaMruilH epreH X3p3IdIAIAr  Hb
PoOuHBI (X01MMOT) 3aXBIH HOXIIOJ O6ree/n

ou + 0,xerl (29

—+au=0,x€T,

on )
x3709pTai  OaitHa. OHA & —Hb  JIOJTHOHBI

YHTPANTBIT HMIDPXHAIIX  KOIPPUIHEHT Oereon
HOI'SH TOPIHIH OPYUH]

k =/ —iwuo, (30)
KOMIUIEKC JTOJTMOHBI TOOTOM X0I000TOM OaiiHa.

Araap-razap 3aar 133p Haxuwiraad O0JIOH COPOH30H
OpHBI TaHTEHIMAJ OANTyyIarduj TacpanTryi 0aix
écton. MiiMaac

nx (E,—E;) =0, (31)
nx(H,—H,) =0, (32)

HOXIUTYYAUNT XaHraHa. DAri33p Hb araap-rasap 3aar
Jaxb IAXUITaaH COPOH30H OPHBI GU3UK TacpaNTryn
Oarimmeir  xaHrax, MT pecrnonc (yHKIyyAHHT
TOITBOPTON TOOLIO0JIOX YHASC OONIOL.

J. IIlyraman cucTeMUitH IIMAIIT

Huckperamnuiin napaa TE 6omon TM ropum Tyc
Oyp Japaax XdJI03pHIH KOMIUIEKC KOI(PQHUIIMEHT
Oyxui myraMaH ajareOpbiH cucTeM 0OJIOH XyBUpHA.

Au=b, (33)

SHJ A — Hb Tercreyer SUTTABPBIH
ko3 punmentyymaac OypAdX KOMIUIEKC CHHpPIT
Marpuil, U — Hb YJ MO3I3TJIX OpPHBI BEKTOp, DHB
3aXbIH HOXIOJ OOJIOH aHXJard OpPHBI HeJeer
aryyJscaH 0apyyH rapbid Bektop oM. TE ropum

quy,

xapuH TM ropumz

00JIHO.

TopoH 3aHTMIAaHYYIBIT HAT XOMXKIICT HHAEKCI
XOPBYYICHD KOI(Q(UIIMEHT MaTpull Hb TaBaH
LIPTUAH  OYTAITIH KOMILUICKC CHHPAT MAaTpHIL
yycraHa. UiiM TepiwiiH CUCTEeMHUUr Iryyn OoJOoH
UTepallMiH  apraap MHUAABIPIIX  OOJOMKTOH.
XKuxur xamoxa3uauit Toporn LU 3amian 33par mryyn
apryyn yp ammrraii Oaiimar Oom Oomur MT
3arpapwiaij YYCdX TOM XOMXKIOHHM CHUCTEMYYIDN
GMRES 60108 BiCGSTAB 33par KpsutoBeiH 191
OPOHTHIH UTEpalUiiH apryyd WiIyy TOXHPOMIKTOM
[25,26].

Urepanuitn  [udUIMiiH ~ YaHAPBIT
BEKTOPOOP YHIITH).

YIOSTIINIH
r® =p— Au®, (34)

9HJ k — Hb UTepanuiiy gyraap oM. [uinmiir
| ) - 35)
——<¢
I bl

HOXI1[6J] XaHTaXa/[ 30TCOOHO. DHJI € — Hb YPbIUUJIaH
TOITOOCOH aljlaaHbl 6OCTO yTra 6eree HXIBYIdH
1076-10~8-uitn X0OpOH, COHIOIIOHO.

Urepanuitn ~ XypIbIl  caibKpyylaxblH  TYA[
YPbIUMIIaH HOXLOIDKYYJIATY XIP3ITI3H).
M~ 1Au=M"1b, (36)

3HJI M — Hb aHXHBI MaTpUITai OHUPOII00 OOJIOBY
ypByydaxal Xsui0ap MaTpull 0ereej TNPaKTUKT
nuaroHais, 6ypaH O0yc LU (ILU) 6010H 0110H TOpBIH



(a) 2-D reouaxuaraan opuyus (0/9y = 0)

Jlanxwiin rapapra (z = 0)

¥ (cyHanThIH YHII2M)

Jlamxyynax qagsap o (Cwm/m)

10°
107!

V2E, + iwpoE, = 0

Iaxunraan OpoH Hb X—Zz XaBTTai1 NEPCHIMKYIAP
6a 30BX6H y YMIVIIIL YHIIIIH).

1072
3
y 10
107
YHITIITIH) 105
10°¢
Toouoomnsiz xun I’
) I
<€ > X | = = = JI331 6a g001 Xuiyya
(b) TE (xeHaieH yaxuiraaH) ropum (c) TM (xéHa16H COPOH30H) rOPHM
E = (07 Ey’ 0) 5 H= (Hz'7 0, Hz) H = (Ov Hy1 0) 3 E = (Exv 0, Ez)
z z
1 &, H,
— — < >
x H @ H, x E; @ E,
Yy ¥y

v. GVH,,) +iwpH, =0

COpOH30H OPOH Hb X—2 XaBTraH/ MepreHIHKY/Ip
6a 30BXOH y UMV YHIIIIHD.

3ypar 1. 2 xamxacT reouaxmiraan opunt (0/0y = 0) 6onon TE 6a TM tyitnmpansa ropumyyabsiH cxeM. TE
TopuMJ Ey, TM ropump Hy — Hb YHJICOH YJI MOIATIRX XyBbCard 0eree 1 HIrdpadc Xapransax [ enbMrolbIitH

TOPIMHH yAUpAax TATIIHTIAYYIUHT raprad aBd Tercreer sUIraBpblH apraap O0ICoH.

YPbOUMIaH HOXLEIDKYYJIATYUNAT 6preH X3paridasr
[27,28].

MT 3arBapunang aasramk OypuitH Oomoro Oue
JlaacaH Ty

A(wy)u(wp,) = b(wy,), m=1,..,N;, (37)

CUCTeMYYIUHUT 33parip3 Oaliaap MIHHAABIPINX
OOJIOMKTOM. ODHP HBb OJIOH JaBTamMkuiiH MT
TOOUOOJJIBIH ~ HUWT  Xyramaar  M3I3TI3XYHIL

Oyypyysnaar.

Uitnxyy TE ©Gomon TM ropuMbIH JTUCKpET
TATMUATTATYYAUNAT Tercrejer sjaraBpblH apraap
mryramaH anreOpblH CHUCTEeM OOJIOH XYBUPTaK,
TOXHUPOX 3aXbIH HOXIIOJ 6OJIOH HTepaHI/IﬁH
UMWY alluIlacHaap Tras3phlH rajgapra J193px
Haxuiraan OOJIOH COPOH30H OpHBI Oalryymardjasir
TOOLOOJTHO. Hapaaruiin maTaHz 9Ir33p
Oaliryynaryiaac UMIeIaHChIH TEH30D, TONOOJTHIH
3Ccapryyuda 0onoH ummenaHcbiH ¢aspir (Tor 15—
17) TomopXxoitHO.

IV. IMTOHJ CYYPUJICAH AJI'OPUTM BA
XIPAIKWIT

OH? OYJISIT eMHeX X3CTyyada rapran ascaH TE
6osio TM TOpPUMBIH Tercreier sUIraBpbIH

TOrmUTraNnyyaudr  IIMToH  opuMHA — XOpXdH
XOPATKYYIICOH Taslaap Tainbapias. XdpIrKUITHHH
YHACOH 30pPWITO Hb OreriAceH XOE€p X3MKIACT
Haxwiraal JaMKyyiax 4aJBapblH 3arsap o(x,Zz),
JaBTaMXMIH ITyBaa f;, TOpOH Oalryymamx OOJOH
3aXblH HOXIen [-WiH XyBbJ Laxwiraad OOJOH
COPOH30H OPHBI 0alTyyIaryibIr TOOI[OOJIK, YMaap
MT pecnoHC QYHKIYYAUHT TOAOPXOMIOX SIBAAT
IOM.

BonoBepyyiican Kox Hb MOAYJABYMIICAH OYTAITIMH.
Y HICOH MOAYJIUYII Hb TOOIIOOJIJIBIH MYK Oaiiryyinax,
TOp YYCT3X, JaM)Kyylax ydaJBapblH 3arBap OHOOX,
TE 6a TM ropumslH Matpul Oairyysnax, 3aXbIH
HOXLION X3PArKYYIdX, KOMIUIEKC IIyramMaH CUCTEM
MIWHIBIPIAX, UMnenaHc 6omoH MT pecnioHc QyHKIT
TOOIOOJIOX anmxMmyynaac Oypmaud. Uitm OyTar HB
ANTOPUTMBIH X3CAT OYpHHT Tycajq Hb IIairax,
caikpyyiax, Laalln] WHBEPCUHH KOATOH X0a00X
OOJIOMKHIT OJITOJIOT.

A. Epenxuii aaroputm

MT wmyyn OOHOATBIH epeHXHUH Japaaulbirc
Anroput™ 1-11 y3yys9B. OXJI3311 TOOLIOOUIBIH MYK
0a TOpoH OalryylIaMKUHT TOIOPXOMIIK, JAapaa Hb
JaMJKyyJax 4aJBapblH 3arBapbll’ TOPbIH 3aHTWJIaa
3CBAJI HYyA OypT OHOOHO. YYHHH napaa JaBTamiK
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Anroput™m 1:

Opouar: 3arsapwianes xapTraf (), asTar:k f;,
JaMKYYTAruHiie 3arsap o (X, Z), 3axbiH Hexuem .

I'apaart: Iaxunraau E 6a coponson H opoH,
HMnenase Tersop 0a (Tar. 16 — 17).

1. TooH X3IX33 YYCIax

2. JJancRyyIardHiiH yIra 0HOOX

3. JTapTaMCwHIH 3yPBACHT TOOHOOIOX (N)

4. for f=1:N

5 TE cucteM MaTpun dafiryymax

6. TM cHCTeM MaTpHII OafiTyy1ax

7. 3aMBIH HOXIIOI OHOOX

8. CHcTeM TATIMHTTAIHIH NHIHAT 0T0X

9 E 6a H opHEIT Togopxoiinox

10. MT pecnoHCHAT TOZOPXORIOX

11. end

12. TooH angaar YHIIsX

13. MT pecIoHCHAT Xaaranax
OypuithH xyBpbn TE ©Oomon TM  ropumbiH
KOO(QOUIMEHT MaTpULBIl  OalryymK, 3aXbIH
HOXLOIUAT  XOP3MVI3H  CHCTEM  TATIIHTIIIMNT
muineIpmHd.  [witnsracon  maxwnraan  0oJ0H
COpPOH30H OpHHI OalTryymardmaac MMIEIAHCHIH
ANIEMEHTYY/, TOIeeJUTUHH 3COPTYYLRI  OOJOH

(ha3bIH MypyHT TOOIIOOJTHO.
B. Top yycrax 0a gamikyyJiax 4yagBap OHOOX

Topust 6yt HF MT 1ryym 60mHONTEIH HapUHABYIA
OOJIOH TOOLOOJUIBIH ©PTerT IUyy[ HeJeejHse.
lapaprein oifponioo eHZIep HaBTaMKUIH
LAXWIraaH COPOH30H OpPOH XypIaH eepwiernjger
TyJl 3H3 X3COI'T HApUiH TOp Laap yiararail. XapuH
T'YH PYY OPOX TycaM OpHBI ©0PUWISJIT aaKuM O0JII0T
YUUP TOPBIH AIXMBIT TOMPYYJTaX OOJIOMKTOM.

Kurg TopoHn Oyx 3aHTMIIaaHbl XOOPOHMABIH 3ai
TOrT™MOI OaiiHa:

x; = iAx, z; = jAz.

XapuH xKura Oyc TOpoHA 60CO0 YUTIIAIN CYyHAITHIH
(GYHKI[ almWIiax, TaJaprblH OWPOJIIO0 IKIKUT
alxaMTai, TYH pyy aakmaap TOMpPOX TOp YYCIIHD.
3H)? Hb OHJIOp IABTAMKHIH PECIOHC (DYHKITYYAUNT
WIYY 36B IOYPCI3XHUNH 33PATLRY YIJI MAIATISXUIH
T00 0OJIOH TOOLIOOJUIBIH Xyrauaar Oyypyysjaar.

Hamkyynax yajBapblH 3arBapbil’ XO€pP X3MXKIICT
MacCCHB X3II03pI3p XajraaHa:

a(x,z) - 0.

HorsH TepmuiiH Typmmntan OyX HYIIHI WK
JIaMXKyyJiax 4ajgBap OHOOHO. XapUH HAT3H TOPIUIH
Oyc 3arBapr JamKyynard OOJOH D3COPTYYLI
OHIOpPTIN  OWeTyyAmidr Tycrail  TeoMeTpldp
TOJIOPXOUITK, THATIIPT 66p 66p 0-UlH yTra OHOOHO.
WNuracHadp ye nmaBxapra, xarapaji, AamKyynard
CyBar 33p3T DOHIHUHH TeolaxwiraaH OYTIHIT
3areapuiax 0oJoM

B. Matpun 6aiiryy;iax 6a cucreM mmiiABIpIIX

TE 60m0u TM TOpUMBIH TUCKPET TATTIHATI Y YIUHT
TyC TycaJ Hb KOMIUIEKC CHHPIT MaTPHIl XAII03p3dp
OaitryymHa. Marpury Oaiiryymnax yem Xo€p XaMKIICT
(i, J)MHAEKCHIT HAT XAMXKIICT TII00AT MHAEKC -1
XOPBYYJDK, TOB  3aHrWiaa  OOJIOH  XepIl
3aHTWIIAaHYYIABIH KOA((GUIIUCHTYYIBIT MaTpPHIIa]T
OaiipryyiHa.

TE ropuMblH MaTpulbiH KOIPOUIKUEHTYY] Hb
JlarutacklH omepatop OOJNOH TeB 3aHIMJIAaH Aaxb
JaMXKyylax 4JajiBap o; j-aac xamaapa. Xapua TM
TOPUMBIH XyBbA Kod(DUIMEeHTYyn HBb Xepil
HYAHYYAMHH 3aar J129pX TapMOHHMK JTYHIQX
JaMXKyylax dYajaBapaac Xxamaapax Tyl JaMKyysax
YaaBapblH OTLIOM ©OPYIeNTe]| WYY MIIPIMTTHHA
Gaiinar.

Kommuieke mryraman cCUCTEMYYAUNUT XKUKUT TOPOHT,
myyn LU apraap, Tom Toponny GMRES »scean
BiCGSTAB 33par urepaiuiii apraap maiaBIpiidx
Oomomxroit. WrepaumiiH MUAUIMAH — YaHAPBIT
YIAJIBTATUIH HOPMOOD HIANTax,

I b—Aull
Il bl

HOXIIeJI XaHTaxaJl IUNHITUHT 30TCOOHO0. DHD aXKUJIJ
TOOH IIMWJTUIH YHOH 36B OaiiIUIBIT HAIH TOPIUNHH
Xarac ~ OpOH 3aillH  aHAJIUTUK  IIHAAITIN
Xappllyyiax, MOH TOPBIH MAIP3MKUMH TypIIMIITAAD
[IaJIracaH.

I'. MT pecnonc pyHKII TOOL00I0X

CucreM TATIIUTIUIMAH MIMHIIP Tagapra I93px
[axuiraan OOJIOH COPOH30H OPHBI OairyymardjpIr
TOOPXOMITHO. YyHa3c UMIIEIaHChIH
JJIEMEHTYYAUNT TOOLOOJDK, [aall TeJeeUIMHH
3CIPryyUd1 O00JIoH (a3blH MypYHr rapraHalariasp
pecioHc  QYHKUYYOMHT  aHANIWTHK  IOAHATIH
XapbllyyllaH  aJrOpPUTMBIH  36B  aXuularaar
manracad. JKurm Oyc Top ammiacaH yen
TOJOeJUIMHH 3CIPIyyIdn OonoH (¢a3blH  anjgaa
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MOBIRIIPXYHL Oyypu, TOOIOOJIBIH Xyramaa OOJOH
caHax OMH X?paM33 OaraccaH.

Witnxyy Oonoscpyyacan [lutonx cyypuican
X9pa0KWIT Hb 2-D MT myyn GomonTbiH Cyypb
Xypaar Oypayy/mk Oaliraa Oereej  maamiwn
xoDKyymmk Oyt PyMT tools OarmeiH  yHACOH
MOIYAUYABIH HII X3C3I OONrOH  amumniax
0OJIOMKTOH.

V. AJITOPUTMBIH BATAJITAAXKY YJIAJIT
BA TOOH YHQ2JII2

O3 Oymrr Oomoscpyyncan 2-D MT  myyn
OONONTHIH AaJrOPUTMBIH 36B aXHW/UIaraa, TOOH
HapwiiB4IIai OOI0OH TOPOH OaNTyymaMKXHUITH HOJIeer
HAIPH TOPJIWIH Xarac OpOH 3ailH aHAJIUTUK
IUAKAIBATIN XapblyyJlaH YHIJIIB.

Typmwunray HIIM3H TOPIUWH Xarac OpOH 3ailH
3CHPrYYLIMUT

Oalixaap COHIOX, TYYHA Xaprajizax JaMxKyynax
YaJIBapbIr

0=0.01S/m

I'K TOZOPXOWIIOB. 3arBapbIH 33/ X3CAI'T Mall Oara
JaMKyyidax — YaJBapTaid  araapblH  JIaBXaprbir
OpPYYJDK, TOOIOOJUJIBIH MYXHHMI X3BT?3 YU
+100 km, 6ocoo unnmg oiponmooroop 400 km
XYPT3J COHTOCOH. J[aBTaMXUifH MyKHIT JIorapuhm

TapxainTrairaap Tomopxolmk, TE  ropumeia
pecroHc ¢byHkoyyauidr  OyX — JaBTaMKH[I
TOOILIOOJICOH.

3ypar 5(a)-1 H3r3H TepIuiH JaMKyyaax daJBapblH
3arBaphIr Y3YYJI9B. AraapblH yeac 0ol OyXd3i19)
TOI'TMOJ JaMyKyyjlax daaBapTail xarac OpOH 3ail
Oaifpiax Oereeji HSHAXYY 3arBap Hb aHAJIUTHK
HIUHIBATIN HTy Y XapbIlyy/nax O0JIOMKUNT OITOOT.
Too100ITBIH HAPUIBUIIAN] TOPOH OANUTYYIIAMKUITH
Y3YYJI9X HOJIOOT YHAI3XUIH Ty XKHULT OOJIO0H KHULT
Oyc T3COH XO€p TepiMiH TOp amuMmiacad. 3ypar
5(0)-1 OYX HYI MXKIIT X3MKIITIH KU TOP, XapuH
3ypar 5(B)-A ra3pblH raaprblH OHPOJIII00 HATTAPY,
TYH pYY aaxmaap OyAyypdX >Kurg Oyc TOpPBIT
xapyyincad. HitMm OyTd3II Hb TamaprblH OPUYAMI]
LaXWITaaH COPOH30H OPHBI XYUT3M ©6pUsIeNTHHr
WYY HapUABWIANTAl IYPCIAXHUWH 33p3rud3 T'YH
X3COTT HHUUT Y MOYIITIIXUAH Toor Oyypyylax
OOJIOMKHIT OJITOJIOT.

Horon TepnuifH xarac OpoH 3ailH  aHAJIUTHUK
HIUHAIIBP TOJI06JUINHH 3CHPryyLdI oyx
JaBTaMIKHJT

Pg=100Q -m

XapyuH UMII€AaHChIH (1)33

¢ = 45°

yTrartaii TorrMon 6OaifHa. JKurm Top ammurniacaH yp
nyar 3ypar 5(1)-m y3yymB. bormHO XyramaaHsl
MYKUJ TOJOOIUIHIH 3COPTYYIRI aHAIATHK yTraac
MIIPTIAXYHUI] UX Tapd, ¢a3 meH 45°-00c Xxazaiik
Oaifraar xap»x 00JHO. DHA Hb TaJlaprblH OHPOJIIIO0X
axXWiraaH COPOH30H OpHBI OHIOp TIPaAMECHTHHUT
JKUT TOp XaHrajaTTal HapuUBWIAITal AYpPCIIHK
yaaxryi Oairaataif Xom00OTOM.

XapuH xura Oyc Top ammniacad yen (3ypar 5(m))
TOJIOOJUTAIHH CIPTYYII 00I0H (a3 OyX XyraraaHsl
MY>XKUJ AQHAIUTHK MUAWIAITIA Mall CailH TOXUPY
OaitHa. SlmaHrysia OOTMHO XyTanaaHbl MYXHUJT YKHTT
TOPOH]T AXXUTIIATACAH Xa3ainT 6apar OypaH apuiicaH
Oereen QaspiH yrtra 45°-1 TOTTBOPTOIl OUPTOXK
Oaiiraa Hb TaJapTbIH OUPOJIIO0X TOPOH HATTPAIIBIT
HAMATAYYI9X Hb MT m1yyn 6010AThIH HApHHBYIIAI
qyXxaJl HeJIeeT3H 0OJIOXBIT XapyyJbK OaiHa.

ToowooyIbIH ~ anmpgaar AHAIMTUK — IIAWIAITHN
XaphllyyJaH YH3JIC3H yp ayHr 3ypar 5(e) 0ojioH
3ypar 5(€)-m y3yymmB. XKurg Top ammmiaca" yern
OOrMHO XyramaaHj TeJeeIUIHMHH 3CIPTYYIUTHIAH
XapblaHTy# annaa 00JOH (a3blH aljaa XaMIHifH X
Oaifraa Oon xyramaa yprcax Tycam ajijiaa aaxxmaap
OyypdY aHaNWTHK MIMAIAI OWpPTOXK OaliHa. XapwH
kurg Oyc TOPBIH XyBbJ OyX XyramaaHbl MYKHI
anmaa Mam Oara 0eree]i aHAIWTHK IIHHIRITIN
Oapar pgaBxmax OaliHa. DH® Hb TOPHBI 30XHOH
Oaiiryymaiar Hb  eHAep  JaBTamkuiiH  MT
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PECTIOHCUHH TOOLOOJONA IIHUIBIPIAX HOIO6THIH
OO0JIOXBIT XapyyInk OaiiHa.

MIIPIIRXUHH Too 329,841 Gatican Oon xurm Oyc
TOpBIH XyBbA 59,898 OGomx oiiponmooroop 5.5

. . JaxuH OyypcaH OaitHa. Y YHHUH 33pATdd HAUT
ToOIOOIUTBIH YP AlTHIAH Y3YYJIITYYAUAT XYCHATT
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TaPXANTHIC TOROPHOAROX

Tarcranar ancaspn KoSADULARNHT,
nsryyp MaTpI YYCrIK

Liyya 6wy wrepaunin
LyraMan WHARNS

Uaxunraaw 6a copowaon MT xapuy (po , )
OpHBI TOOLOONOA TO0UOONOX raprax

Vimneganc Tenaop

Opuwsi ToaopuonOnT 6yc Top Gadiryynax
NS e V) )

3ypar 2. bonoscpyyncan 2-D marneroreutypukuiid (MT) Tercrener suraBpblH alTOPUTMBIH OaTairaakyynaaThiH
YP ZAyH. (2) HarsH TepnuiiH xarac opoH 3aiiH AaMyysax 4aaBapbi 3areap. (0) XKura Topon Oyrau. (B) ['agaprein
OWPOIIII00 HATTPYYJICAH XKUTA Oyc TopoH OyTam. () JKurx Top ammriian TOOIOOICOH TeJIeeIUINIH 3¢IPTYYLdI O0I0H
(a3eiH MypyH. (1) XKurg Gyc Top ammriad TOOIOOJICOH TOIOOJUIHIH 3CPTYYIRI 00I0H (a3biH MypyH. (€)
TeneenmuitH 3cOPTYYINTUIH Xapblanryi angaa. (€) @as3eir anmaa. XKurm 6yc TopoH OyTAI] Hb aHATUTHK IARAITIN
WYY CaifH HUMIIYK, OHAep JaBTAM)KHAIH MY>KH TOOH ajaar MYI3TIXYHI Oyypyyiok Oaiiraar xapyyiok OaifHa.

TOOIOOJUIBIH Xyranaa 172.98 s-33c 23.88 s xypton  DHdXxyy  OaranraaxyymalTblH Yyp AYH  Hb

Oyroy oitponiiooroop 7.2 maxuH OaraccaH Oereej
TOJOOJUIMAH 3COPIYYIVIMMH IYHIAX XapblaHTyil
ammaa 14.28 %-aac 0.020 %, xaMruiiH uX angaa
65.92 %-aac 0.045 % xypran Oyypcan OaiiHa.

3Arap yp AYHIIIC Xapaxaja rajaprblH OHpoIIoox
TOPOH HATTPAIBIT HAIMITAYYJICIH KUTH OyC TOPOH
OYT3II HB TOOIOOJUIBIH XyTalaa, caHaxX OHH
XIPANIPAT  MIIATIPXYUIL OyypyyJaxblH 33pP3ridd
MT pecrnoHCHITH HapUHBWIAIBIT 3PC CalKPYYIDK
Oaiina. MitMd3Cc 9HIXYY TOpOH OalryymaM>KHuT
PyMT tools Gariieia 2-D niyyn 00q0ATHIH YHACOH
COHTOJIT OOJITOH amuriacaH 0eree;| Haamua OJIOH
JaBxaprar OOJOH XO€p XOMKIICT  HHUIIMAI
TeolaxmuiraaH 3arBapyyablH TOOIOOJION, TYYHWISH
YPBYY OOJIOTHIH alTOPUTM OO0JIOBCPYYIIaxaj Cyypb
0O0JITOH X3P3MIIX 0OJIOMKTOH.

00JOBCpYyJICaH TOrcreJier suIraBpblH aJrOPUTM Hb
AHAJIMTUK WUHAMITINH  eHIep HapuhBWIaNTail
HUHMLK, TOOLOOJUIBIH XYBb] YP AIIUITal OOJIOXBIT
xapyymiaa. Laamuma 3HIXYY Cyypb XOP3IKHITHUT
OJIOH J1aBXapraT OpYMH, XOE€p X3MK33CT HUNIMAI
reomaxuiraad OyTdn OOJNOH ypBYYy OOMJIOTHIH
aNroput™M OOJIOBCpYyJaxaJ] ©preTreH alnriax
0O0IOMKTOM.

VI. IYTHJIT

OHAXYY aXuing MakCBeIUTHIH TATTIHATIAI33C XI9H
x0€p xamx33cT MT-nitn TE 6omorn TM ropumbiH
yaupAax TATMIATIIYYAUNT Taprad aBd, TIArI3PHIT
TercreJjer syraBpblH apraap JUCKpeTdmidH [luton
X3 3P XIPArKYYAC3H 2-D myynm OomonThiH
anropuTMbIr OonoBcpyynas. Cygairaansl Xyp3sH.I
Tercrejer  sUIraBpbIH TOMBEOIIOI, TOpPOH
Oaiiryymnamk, CHHpIT MaTpULBIH YYCTJIT, KOMILIEKC
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nryraMmal cUCTeMHuiH mmiin 6omon MT pecnoHc
(YHKIMAT TOOLOONIOX  YHIACOH Y€  IIaTyyAbIT
CHUCTEMTIHUTI3p HATTIH TalIOapias.

Bonoscpyyncan anropuTMbIH  36B  @KuJularaar
HOTPH TOPIMWH Xarac OpOH 3allH aHaTUTHK
MUHIRITIH  XaphllyyiaaH OaranraaxyyiaaB. Yp
IOYHI3AC ragaprblH OMpONLOOX TOPOH HAITpal Hb
eHIIOp [MaBTaMKuiH (OormHo Xyramaanel) MT
PECIIOHCUNH HapUHBWIAL MHUWIBIPIIX HOJIOOTIN
00JI0X Hb TOTTOOTAOB. JKurm Top ammriacaH yen
TOJIOOJIIHIH 3CIPTYYLI 00JI0H (pa3bIH TOOL0OION T
MOIPTIPXYUL anjaa axuriaracal ©0onl rajaprblH
OWPOJILIO0 HATTPYYJICAH >KUTA OyC TOp aluriacHaap
AHAJINTUK TTANADITINH Maml CaiH HHHIPK, TOOH
anmaar spc Oyypyysacas. YYHHH 33p3ripd KUrI Oyc
TOP Hb YJI MAIBIIBXUKAH TOO, CaHaX OWH X3P3MIAI
00JIOH HHUUT TOOIOOJIIBIH XyTamaar MAIIPTAIXYHI]
Oaracrax, TOOIIOOJUIBIH YP alllTHHAT HAIMATIYYIIIB.

Omxyy axwun Hb MT myyn OGOHOATBIH YHACOH
(hM3HK, Tercrener STaBpbIH TUCKPETWIAd OOJOH
AJITOPUTMBIH  X3PIT" KUJITUMT  HAT J0p HOITISH
Tainbapnax, cygaaraa  OOJOH  CyprajThlH
30puynaiTaap ammiax 00JIOMKTONH MOMYTBUHIICAH
CYyph  XOPODKWITHHT  OYpAYYJICOHIIPI?  ad
X0IOormonTol. boNmoBcpyyscaH —alrOpPUTMYYIBIT

PyMT _tools Garupia PyMT2D mMonynba HATTIOH
XOIKYYJDK Oaliraa 0eree;| 3H3 Hb I1AaITU] CHHTETHK
Typummnt, MT erermmitn myyn OGomont OoJOH
IIFHD aJITOPATM OOJIOBCPYYIIaX YHIICOH XYPI3 00K
armmrIarnax 0oJIOMKTOMH.

HaamaslH cynanraadj 3H3XYY CyYphb X3pIDKHITUNAT
OJIOH JaBXaprar OOJIOH XOEp X3IMKIACT HHMIMOI
TeoLaxwiraal OpYWH, Ta3pblH TaJaprblH penbed,
[aXWiraaH aHW30TPON OpPYHMH, TYYHWISH TypBaH
X3MXKI3CT 3arBapwiai 6ojoH MT ypByy 0OmIOTEIH
aNTOPUTM]T OPIrOTIOH XOIKYYJIX?Ip TOJOBIOX
OaitHa.

VII. Koapin XypTIsMiK

Omdxyy eryymun OomoBcpyyncan PyMT2D
Moayns Hb PyMT _tools Tecnuiin Har xacar 6ereen
XODKYYJIDNTHHH 95X Komelr 3oxuoruuitn  GitHub
XyyAcaH] XaAramK OaliHa.
https://github.com/bmagnai0319-

ux/PyMT Tools KogsIr cynanraansl 3o0puyaairaap
aIumax OoOMKTON Oereen Laalmnzx
XOPANIBTYUAH  OAPUMTKYYIanT OOJIOH IKHIIDD
OTOTIIINIH XaMT HIBJITTIHA XAI03P3dp HUHTIDXIIP
TOINeBJeX OaifHa.
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XABCPAJIT A. PyMT _tools 6arubIH YHICIH aJITOPUTMYY
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Numerical Modelling in Geophysics I: A Two-Dimensional Solution of Electromagnetic Induction
Equations Using the Finite Difference Method
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a — Department of Geomagnetic, Institute of Astronomy and Geophysics,
Mongolian Academy of Sciences
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ABSTRACT

Electromagnetic induction provides a fundamental physical basis for imaging the electrical
conductivity structure of the Earth’s crust and mantle. In this study, we derive the governing
equations for two-dimensional electromagnetic field modelling from Maxwell’s equations and
formulate them within the finite difference method. Under the quasi-static approximation,
appropriate for geophysical frequencies, the displacement current is neglected, simplifying the
coupled electromagnetic system in the frequency domain. Assuming a 2-D Earth, the problem is
decomposed into transverse electric and transverse magnetic modes, each governed by a scalar
Helmholtz-type equation. These equations are subsequently discretized on a structured grid using
central finite difference schemes, resulting in a system of linear algebraic equations suitable for
numerical implementation. The presented formulation establishes a rigorous theoretical foundation
for forward modelling of electromagnetic responses, particularly in magnetotelluric (MT)
applications. This work serves as a basis for subsequent developments in numerical implementation,
mesh design, and inversion frameworks for complex geo-electrical structures.

Keywords: Electromagnetic induction, Magnetotellurics, Finite difference method, 2-D forward
modelling.
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      𝛁 ⋅  (  1  𝜎 ∇   H  y ) + i 𝜔 𝜇   H  y = 0 .             (14)


    H  y −  


  y


       [      E  x     E  y ] =  [      Z  x x    Z  x y     Z  y x    Z  y y ]  [      H  x     H  y ] ,   (15)


    Z  i j −  


    Z  x x


    Z  y y


    Z  x y


    Z  y x


    𝜌    a  i j


    𝜙  i j


        𝜌    a  i j =   ∣   Z  i j  ∣ 2  𝜇 𝜔 ,                                             (16)


    𝜌  a −  


  𝜙 −  


  Re  ( Z )  


  Im  ( Z ) −  


      𝛿 =   2  𝜇 𝜎 𝜔 ,                                                   (18)


  1 / e


  x − z  


    x  i = i Δ x ,     z  j = j Δ z ,


  Δ x


  Δ z −  


      𝜕 2 u  𝜕   x 2 ≈     u  i + 1 , j − 2   u  i , j +   u  i − 1 , j  Δ   x 2 ,


                    𝜕 2 u  𝜕   z 2 ≈     u  i , j + 1 − 2   u  i , j +   u  i , j − 1  Δ   z 2 ,   (20)


       ∇ 2 u ≈     u  i + 1 , j +   u  i − 1 , j − 2   u  i , j  Δ   x 2  


  +       u  i , j + 1 +   u  i , j − 1 − 2   u  i , j  Δ   z 2                                           ( 21 )


  +       u  i , j + 1 +   u  i , j − 1 − 2   u  i , j  Δ   z 2                                           ( 21 )


      E  i + 1 , j +   E  i − 1 , j − 2   E  i , j  Δ   x 2


              +     E  i , j + 1 +   E  i , j − 1 − 2   E  i , j  Δ   z 2 ,    


              +     E  i , j + 1 +   E  i , j − 1 − 2   E  i , j  Δ   z 2 ,    


  + i 𝜔 𝜇   𝜎  i , j   E  i , j = 0


    E  i , j −  


  y


    𝜎  i , j −  


        𝑨 TE 𝑬 = 𝒃                   (23)


  x


    𝜕  𝜕 x  (  1  𝜎   𝜕   H  y  𝜕 x )


       1  Δ   x 2  [     H  i + 1 , j −   H  i , j    𝜎  i +  1 2 , j −     H  i , j −   H  i − 1 , j    𝜎  i −  1 2 , j ] .                  ( 24 ) 


  z


       1  Δ   x 2  [     H  i + 1 , j −   H  i , j    𝜎  i +  1 2 , j −     H  i , j −   H  i − 1 , j    𝜎  i −  1 2 , j ]  


  


        (25)


        𝜎  i +  1 2 , j =   2   𝜎  i , j   𝜎  i + 1 , j    𝜎  i , j +   𝜎  i + 1 , j              (26)


  𝚪


      u =   u 0 ,   𝒙 ∈ 𝚪 ,                 (27)


  u


    E  y


    H  y


    u 0


        𝜕 u  𝜕 n = 0 ,   𝒙 ∈ 𝚪 ,                 (28)


  n −  


        𝜕 u  𝜕 n + 𝛼 u = 0 ,   𝒙 ∈ 𝚪 ,   (29)


  𝛼 −  


      k =  − i 𝜔 𝜇 𝜎 ,             (30)


      𝒏 ×  (   𝑬 2 −   𝑬 1 ) = 0 ,    (31)


      𝑨 𝒖 = 𝒃 ,                                                       (33)


  A −  


  u −  


  b


  𝒖 =   𝑬  y ,


  𝒖 =   𝑯  y


        𝒓   ( k ) = 𝒃 − A   𝒖   ( k ) ,   (34)


  k −  


        ∥   𝒓   ( k ) ∥  ∥ 𝒃 ∥ < 𝜀 ,              (35)


  𝜀 −  


   10  − 6


   10  − 8


        𝑴  − 1 𝑨 𝒖 =   𝑴  − 1 𝒃 ,                              (36)


  M −  


  𝜕 / 𝜕 y = 0


    E  y


    H  y −  


      𝑨  (   𝜔  m ) 𝒖  (   𝜔  m ) = 𝒃  (   𝜔  m ) ,   m = 1 , … ,   N  f ,      ( 37 ) 


  𝜎 ( x , z )


    f  i


  Γ


    x  i = i Δ x ,     z  j = j Δ z .


  𝜎 ( x , z ) →   𝜎  i , j .


  𝜎


   (  i ,  j )


  p


    𝜎  i , j


    ∥ b − A u ∥  ∥ b ∥ < 𝜀


    𝜌 0 = 100   Ω ⋅ m


  𝜎 = 0 . 01   S / m


    𝜌  a = 100   Ω ⋅ m


  𝜙 =  45 ∘

